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Selección óptima de portafolios
basada en cadenas de Markov de
primer y segundo orden
Juan Manuel Gómez Romero
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En este documento se estudian dos modelos de selección de portafolios óptimos en búsqueda
de maximizar el rendimiento esperado, al mismo tiempo que se minimiza el riesgo. Modelos
ajustados para los retornos de precios de cierre diarios de 21 acciones que conforman el ı́ndice
de capitalización de las acciones más ĺıquidas de la bolsa de valores de Colombia (COLCAP),
en una ventana de tiempo comprendida desde enero de 2014 a octubre de 2017. El primer
modelo de composición de portafolios es ajustado usando rendimientos logaŕıtmicos, y en
el segundo modelo de composición se emplea análisis de componentes principales. Luego,
para cada uno de ellos se establece su rendimiento ponderado y mediante las medidas que
se proponen se crean los respectivos estados para el uso de cadenas de Markov de primer y
segundo orden, esto permite pronosticar si los portafolios conformados tendrán comporta-
mientos alcistas o bajistas dadas las probabilidades de los estados de las cadenas de Markov.
Por último, se realiza una comparación del comportamiento del mercado para los siguientes
cuatro meses al análisis realizado y se observa una coherencia entre estos resultados y los
pronósticos de los modelos ajustados.
Summary
In this document two portfolio selection models have been studied, in order to maximize
the expected return, at the same time risk is minimized. Models performed in based on
the returns of the daily closing prices about 21 shares belonging to the COLCAP index of
the Colombian stock exchange, from January 2014 to October 2017. The first model was
executed based on logarithmic returns, and in the second model of composition principal
component analysis is used upon the original returns. Thus, for each of them is calculated
their weighted returns and through the measures proposed the states to use first and se-
cond order Markov chains are created, allowing forecast if the portfolios shaped will have
an upward or downward trend given the probabilities of the states of the Markov chains.
Finally, compare the market behaviour in the next four months after of the analysis, noting
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1. Introducción
A través de las últimas décadas investigadores, economistas, y en general personajes con
intereses particulares en temas de inversión se han cuestionado sobre la mejor forma de ob-
tener mayores rendimientos en los mercados bursátiles de una forma segura1, desarrollando
aśı metodoloǵıas bien sean basadas en fundamento estad́ıstico o no, en ocasiones simplemen-
te con un conocimiento emṕırico del mercado. Con el fin de obtener mayores utilidades de
una forma segura, se ha venido creando la necesidad de construir herramientas para hacer
análisis de los rendimientos de activos financieros. La evidencia en estudios desarrollados en
el transcurso del tiempo, muestra que para tomar buenas decisiones al momento de inver-
tir se necesita tanto de un tratamiento estad́ıstico de los datos como de un conocimiento
emṕırico del mercado, siendo estos dos un complemento que da herramientas útiles a un
buen inversionista.
En McQueen y Throley (1991) mencionan que existen factores externos al mercado como
burbujas especulativas, noticias que anuncien aumentos o disminuciones de precios de las
acciones, variaciones temporales o quizás factores ambientales, que generan efectos o patro-
nes no lineales en los rendimientos que no pueden ser captados bajo pruebas que suponen la
linealidad de estos. Comúnmente con el objetivo de seleccionar el portafolio óptimo siguiendo
el principio de diversificación de portafolios, de tal forma que se obtenga una rentabilidad
media esperada positiva y minimizando el riesgo global, es conocido y desarrollado general-
mente el modelo Media-Varianza Markowitz (1952, 1959), el cual hace uso del supuesto de
normalidad de los retornos de las acciones que constituyen el portafolio, supuesto que no
se cumple en muchos casos dadas las pruebas de normalidad realizadas en investigaciones
posteriores a la publicación de este modelo, rechazando contundentemente la hipótesis de
normalidad y llevando entonces a los investigadores en este campo a generar nuevos modelos
o metodoloǵıas que no hagan uso de este supuesto. Entre las metodoloǵıas existentes, posi-
blemente unas mejores que otras se encuentran: el uso de transformaciones de retornos para
incorporar la asimetŕıa y exceso de curtosis que puedan tener las distribuciones, mixturas
de distribuciones lognomales en Cecchetti y Sigalotti (2013), modelos bajo la distribución t
Student, modelos gaussianos en Rachev et al. (2002), modelos GARCH, mezclas discretas de
distribuciones normales y una gran variedad de modelos que se han venido utilizando como
alternativas para solucionar este problema (ver Hyung y de Vries (2006)). En este trabajo,
se tomará como una de esas alternativas el uso de cadenas de Markov de primer y/o segun-
1Asociados a factores de riesgo de los portafolios, donde pueden haber inversionistas con mayor aversión al
riesgo que otros.
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do orden acompañado de una metodoloǵıa de reducción de dimensionalidad del problema,
buscando en primer lugar, evitar el supuesto de normalidad multivariada en el portafolio
seleccionado dado que la cadena es ergódica y estacionaria, y en segundo lugar, poder hacer
uso de información de patrones no lineales que contengan las series de retornos (hechos esti-
lizados), y por ende el proceso It de estados que se definirán a lo largo del presente trabajo,
metodoloǵıa que dentro de la literatura financiera está inmersa dentro del análisis técnico.
Como se mencionó anteriormente la apuesta de un buen inversionista para tomar decisiones
oportunas y efectivas, debe tener en cuenta un análisis estad́ıstico y tener conocimiento del
mercado. Existen dos ramas de estudio para analizar los mercados financieros, los cuales
hay que tener en cuenta a la hora de operar en las distintas bolsas o mercados: el análisis
técnico y el análisis fundamental (Martinez et al. (2004)), este último tiene el supuesto de
ser eficiente a largo plazo, y tiene en cuenta información de la empresa y su entorno en el
mercado; dado que la empresa es quien cotiza en la bolsa y pone a disposición del mercado
las acciones en las cuales se invierte, debe mostrar información de variables macroeconómicas
del mercado y variables propias de la empresa como balances, utilidades, estados financieros,
regulaciones, su entorno poĺıtico, etc. En el entorno colombiano según la legislación vigente,
estas cifras se entregan trimestres vencidos, en la mayoŕıa de los casos con atrasos, dando
la oportunidad en algunos casos a que personas con información privilegiada (que no haya
sido expuesta públicamente al mercado), puedan tomar decisiones a su conveniencia antes de
que el mercado en general pueda actuar, como por ejemplo la compra de una gran empresa,
la liquidación de alguna de ellas, una ampliación de capital o simplemente una repartición
de dividendos, lo cual en gran medida puede afectar el precio de las acciones; por otro lado
es posible que por intereses poĺıticos, económicos o cualquier otro motivo, las empresas no
entreguen alguna información fidedigna, causando que el precio de las acciones este sobre-
valorado o subvalorado, dando la oportunidad a algunos a tomar partido de estas situaciones.
Para este caso en particular no se usan metodoloǵıas del análisis fundamental, sino que se
irá por la rama del análisis técnico que usa el histórico de precios y los movimientos de las
cotizaciones para poder captar la información, realizar predicciones e invertir de una forma
adecuada. Las investigaciones que se han hecho de análisis técnico indican que en los precios
está impĺıcita toda la información tanto de las variables de cada t́ıtulo como del mercado, sin
embargo Parada (2012) argumenta que estos análisis técnicos son muy subjetivos al obser-
vador y que no se tienen en cuenta factores externos que pueden afectar significativamente
los precios a futuro y hacer que estas metodoloǵıas no sean robustas, concordando con las
hipótesis de McQueen y Throley (1991) años atrás.
Se tomará el histórico de rendimientos de los precios de las acciones del mercado colom-
biano para ejecutar dos modelos de selección óptima de portafolios basada en cadenas de
Markov, donde se tienen en cuenta dos medidas principales para el análisis: la rentabilidad
y el riesgo. La primera, medida como la utilidad o retorno de los precios de las acciones en
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distintos periodos de tiempo y la segunda, el riesgo o volatilidad medido como la varianza
o desviación de los rendimientos en un periodo de tiempo. Teniendo en cuenta estas dos
medidas, el objetivo de los inversionistas es poder maximizar la rentabilidad del portafolio
al mismo tiempo que se minimizan las medidas de riesgo, usualmente, si se pretende obtener
una alta rentabilidad, se debe buscar invertir en acciones de mayor riesgo o volatilidad, pero
para efectos de lo que se desea realizar en este trabajo se considerará que los inversionistas
son aversos al riesgo buscando minimizar su riesgo.
Posteriormente, realizar un análisis de componentes principales que permita reducir la di-
mensionalidad del conjunto de acciones que se está analizando, dado que el comportamiento
de varias de estas son similares, al pertenecer algunas a los mismos sectores productivos y
estar inmersas en un mismo mercado, en este caso el colombiano. Y por último, con esta
reducción de dimensionalidad y obtención de nuevas variables de rendimientos, ejecutar los
modelos de selección óptima de portafolios y observar que metodoloǵıa es mejor al momento
de tomar decisiones de inversión, basado en la aplicación de cadenas de Markov.
2. Selección del portafolio óptimo
Dentro del ámbito de selección de portafolios o carteras, se han venido desarrollado una
variedad de metodoloǵıas y modelos que permitan a los inversionistas seleccionar el conjunto
de acciones del mercado en el cual debeŕıan invertir su capital y que tanto porcentaje del
mismo destinar a cada uno de los t́ıtulos seleccionados; estas metodoloǵıas se comenzaron a
plantear desde inicios de la segunda mitad del siglo pasado, cuando Harry Markowitz plan-
teó el modelo de media-varianza, técnica que en su momento llegó a ser llamada la teoŕıa
moderna de portafolios (MPT - Modern Portfolio Theory, por sus siglas en inglés). En ge-
neral, lo que se busca es obtener las ponderaciones o proporciones de la composición de un
portafolio o cartera de activos, donde se maximice la rentabilidad a un riesgo determinado,
o se minimice el riesgo a una rentabilidad esperada fija.
En concordancia con lo anterior, es necesario obtener información histórica de los precios
y retornos, para poder estimar las medidas estad́ısticas con las cuales se van a medir la
rentabilidad y el riesgo de dichos portafolios. Una pregunta que puede surgir al momento de
seleccionar el portafolio es ¿cuál es el mı́nimo horizonte de tiempo para que los resultados
esperados de la selección del portafolio sean consistentes y beneficiosos para el inversor?.
Por lo general, al trabajar con empresas de mayor capitalización de un mercado, estas no
tienen grandes volatilidades a corto plazo (semanas y/o d́ıas), primera razón por la cual se
trabaja a un mediano y largo plazo, la segunda razón son los costos de transacción al operar
en las bolsas de valores, dado que al realizar con gran frecuencia operaciones de compra y
venta, el retorno a la inversión se verá directamente afectado por estos gastos. Problema
que muy posiblemente en un futuro con las nuevos desarrollos en tecnoloǵıas de informa-
ción, sistemas transaccionales, aplicaciones móviles y un mercado cambiante, los costos de
transacción desaparezcan y las barreras que se interponen entre el inversor final y las bolsas
de valores, como los intermediarios o corredores de bolsa, se vuelvan innecesarios para operar.
2.1. Modelo de media-varianza de Markowitz
El modelo de media-varianza de Markowitz tuvo sus inicios en el año 1952, cuando fue pu-
blicado un art́ıculo en la revista Journal of Finance por parte de Harry Markowitz, basado
en su tesis doctoral, el cual dio inicio a la llamada teoŕıa moderna de portafolios. Planteando
entonces tomar el portafolio o cartera como un todo en vez de realizar análisis y decisiones de
inversión basadas sólo en acciones o t́ıtulos individuales, para poder obtener una rentabilidad
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global y lograr diversificar el riesgo, ya no arriesgando todo su capital posiblemente en un
solo t́ıtulo sino buscando alcanzar una máxima rentabilidad de todas las acciones compradas
en conjunto, a su vez minimizando el riesgo de pérdida del capital invertido, este riesgo se
cuantifica con la volatilidad o fluctuación del portafolio conformado, luego un inversor averso
al riesgo al tener dos o más portafolios con la misma rentabilidad esperada escogerá el que
menos riesgo le implique asumir, es decir, el de menor volatilidad.
En este planteamiento del problema se consideran dos escenarios donde el inversionista pre-
ferirá invertir:
i De dos carteras que tengan la misma rentabilidad esperada la de menor riesgo.
ii De dos carteras que tengan el mismo nivel de riesgo, la que mayor rentabilidad esperada
le proporcione.
Matemáticamente se considerará entonces m t́ıtulos valores donde el objetivo principal es
hallar el conjunto de wi {i = 1, · · · ,m}, donde los wi serán las ponderaciones o proporciones
de capital a invertir en cada uno de los t́ıtulos, teniendo entonces que
∑
iwi = 1, siendo wi
un valor entre [0, 1].
El portafolio con mı́nima varianza global, será el portafolio de ponderaciones −→w = [wi] que




Donde Σ = [σij] es la matriz de varianza-covarianza de los retornos de precios de las acciones.
Nótese que el riesgo de la cartera (σ2p) involucra la varianza de los retornos de cada uno de los
t́ıtulos que la constituyen y además la covarianza de los retornos de cada uno de estos. Por
otra parte, se establece la condición de que la suma de todas las ponderaciones del portafolio




t−→w = 1 (2-2)
2.2. Diversificación
El concepto de diversificación va impĺıcito en estos modelos, ya que con él se busca dismi-
nuir el riesgo asumido al momento de invertir, pues el capital invertido no se detinará a un
solo t́ıtulo, el cual en el peor de los casos por algún movimiento del mercado o resultados
inesperados de la empresa que lo coloca se puede venir a pique y hacer que los precios de sus
acciones bajen, resultando en pérdidas para el inversor, es por esto que se necesita configurar
un portafolio de t́ıtulos en el cual se invierte para que el riesgo asumido en conjunto dismi-
nuya, claro esta que no todas las participaciones de los t́ıtulos serán iguales en la selección
del portafolio, en algunos casos, pueden existir portafolios equiponderados, donde todos los
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t́ıtulos que estén incluidos en la cartera queden con la misma proporción de participación
dentro de ésta. Sin embargo, esto resulta poco útil ya que en la práctica no todos los activos
tienen el mismo riesgo, entendiendo el riesgo de cada acción como lo volátil que se comporta
en un periodo de tiempo, usando como medida más frecuente para caracterizar el riesgo la
desviación estándar de los rendimientos, ya que partiendo de ésta se determina la dispersión
de los retornos. Claramente está que si una acción es más volátil, su desviación será mayor
comparada con otras y por ende más riesgosa, por lo cual, su peso o participación dentro de
la cartera podŕıa ser menor, sin embargo, generalmente su rentabilidad esperada individual
podrá ser mayor a comparación con otras de menor riesgo.
Aśı que a mayor diversificación del portafolio el riesgo disminuirá, dado que este se ve afec-
tado por las variables macroeconómicas, poĺıticas, noticias que generen especulación e incer-
tidumbre, y puesto que los inversionistas se pueden ver o asumir como consumidores o entes
que afectan a la economı́a, es decir, ellos pueden marcar el rumbo de una economı́a tanto
a nivel de un páıs como de manera global. Lo cual, en resumidas cuentas, indica que las
percepciones de los consumidores hacen buena o mala una economı́a, según las expectativas
que las personas tengan sobre un mercado, si sienten que la economı́a va en crecimiento y
tienen confianza al momento de invertir, muy seguramente el mercado tendrá una tendencia
alcista, claro está que pueden existir casos excepcionales donde esto no sea necesariamente
causa de la otra, o que variables adicionales ayuden a influenciar esta tendencia. Se supone
que, entre más esté diversificado el portafolio del inversor, y más t́ıtulos incluya, el riesgo de
éste se acercará cada vez más al riesgo del mercado.
2.3. Frontera eficiente
Como se mencionó, los modelos de media varianza tienen en cuenta dos aspectos importantes,
la rentabilidad esperada y el riesgo del portafolio, los cuales interactúan entre ellos para poder
determinar y diferenciar composiciones de portafolios buenos o malos, o definir que portafolio
es mejor que otro, claramente subjetivo al inversionista el cual puede ser adverso o no al
riesgo. Tomando la dupla rentabilidad esperada - riesgo (medido en desviaciones estándares
de de las rentabilidades de las acciones) y llevándolas a un plano cartesiano se genera la
curva denominada frontera eficiente, donde los inversionistas pueden tomar decisiones y
poder definir cuál quieren que sea su rentabilidad media esperada dependiendo del nivel de
riesgo, o contrariamente definir un riesgo para observar que rentabilidad pueden llegar a
tener.
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Figura 2-1.: Frontera eficiente
Fuente: elaboración propia
Suponiendo que los inversionistas son racionales, en la gráfica de la frontera eficiente se
puede observar que para ciertos niveles de riesgo σi (desviaciones) pueden existir varias
rentabilidades, además el inversor puede decidir desplazarse del portafolio A al portafolio
B por la curva AB, que será la frontera eficiente, buscando aśı una rentabilidad máxima
esperada para cierto nivel de riesgo. Si se quiere obtener la rentabilidad esperada al mı́nimo
riesgo o mı́nima desviación σa se tendrá entonces una rentabilidad de Ea, pero si el inversor
decide asumir un riesgo mayor σb, puede obtener en este caso una rentabilidad esperada
mayor Eb.
3. Procesos de Markov para pronóstico
de rendimientos en acciones
3.1. Cadenas de Markov
Introduciendo el término de las cadenas de Markov, llamadas aśı gracias al profesor Andrei A.
Markov (1856-1922), doctor de la universidad de San Petersburgo, Rusia, quien publicó sus
resultados alrededor de 1906 acerca de éstas, inmersas dentro del campo de estudios de proba-
bilidad y procesos estocásticos, donde adicionalmente trabajó con el matemático Chebyshev,
también reconocido por sus avances y propuestas en este amplio campo de probabilidad.
La metodoloǵıa de cadenas de Markov ha sido frecuentemente utilizada desde sus comienzos
y ha tenido diversos desarrollos y aplicaciones, en múltiples campos del conocimiento que
van desde la socioloǵıa, psicoloǵıa, bioloǵıa, genética (ver Ching y Ng (2006)), geograf́ıa (ver
Mart́ın et al. (1992)) hasta campos donde tiene aplicaciones en f́ısica (ver Neal (1993)).
Una cadena de Markov es un proceso estocástico, es decir, una colección de variables alea-
torias discretas {Xn, n ∈ T}, donde para efectos del desarrollo de este trabajo, se toma T
como un conjunto numerable (tiempo), trabajando entonces, con cadenas de Markov con
parámetro de tiempo discreto. Cada realización de estas variables aleatorias será un estado,
los cuales están dentro de un espacio de estados finito, y cada estado n-ésimo, solo depende
del estado o realización (n − 1)-ésima, y no de los estados anteriores, propiedad conocida
como propiedad markoviana presentada como sigue.
Definición 3.1 Un proceso estocástico X = {Xn : n ≥ 0, n ∈ N}, es una cadena de Markov
si la función de distribución de probabilidad condicional de Xn en estados pasados es una
función que sólo depende de Xn−1, es decir:
P (Xn = xn | X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1) = P (Xn = xn | Xn−1 = xn−1) (3-1)
∀n ≥ 1 y ∀x0, x1, . . . , xn−1, xn ∈ S
donde S es el conjunto de posibles estados de la cadena.
En otras palabras, toda la información histórica del proceso estocástico o cadena, se puede
resumir o estar contenida en el estado actual, y aśı poder calcular la probabilidad de cambiar
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a un siguiente estado, dado por consiguiente, que esta sucesión de estados se pueda cuanti-
ficar con probabilidades, llamadas probabilidades de transición pij = P (Xn+1 = j | Xn = i),
que en principio dependen de n y de los estados {i, j}, pero en algunos casos es posible que
esto no ocurra, ya que pueden existir cadenas que no dependan de n, como se muestra en la
siguiente definición 3.2.
Definición 3.2 Una cadena de Markov se denomina homogénea cuando sucede que la pro-
babilidad de transición no depende de n, es decir:
P (Xn+1 = j | Xn = i) = P (X1 = j | X0 = i) (3-2)
En consecuencia, las probabilidades de transición de una cadena no homogénea dependerán
de la etapa n.
Definición 3.3 (Jiménez Moscoso (2017)). La matriz que contiene las probabilidades de
transición del proceso es llamada la matriz de transición de dimensión p× p, si se conside-
ran p estados posibles.
P =

p00 p01 · · · p0p





pp0 pp1 · · · ppp

La matriz de transición P representa una cadena de Markov, ya que:
- Cada elemento de P = [pij], al ser probabilidades son no negativos,
pij = P (Xn+1 = j | Xn = i) ≥ 0;∀i, j ∈ S (3-3)





P (Xn+1 = j | Xn = i) = 1 (3-4)
esto es, la matriz es estocástica por filas.





P (Xn+1 = j | Xn = i) = 1 (3-5)
esto es, la matriz es estocástica por columnas.
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Se dice que la matriz es doblemente estocástica cuando es estocástica tanto por filas como
por columnas.
Definición 3.4 (Bhat y Miller (2002)). Se considera una cadena de Markov de segundo
orden cuando las probabilidades de transición están dadas aśı:
pijk = P (Xn = k | Xn−1 = j,Xn−2 = i)
Teorema 3.1 (Jiménez Moscoso (2017)). Si A y B son matrices estocásticas, se tiene que:
i) AB es estocástica.
ii) ∀k ∈ N, la k-ésima potencia, Ak, es estocástica.
iii) Cuando A es doblemente estocástica, entonces At también lo es. Donde At es la matriz
transpuesta de A.
Definición 3.5 (Modica y Poggiolini (2013)). Una matriz estocástica A es regular cuando
todos los elementos de alguna de sus potencias Ak (k un entero positivo), son estrictamente
positivos, mayores que cero.
Definición 3.6 Un vector de probabilidad es un vector columna con entradas no negativas,
donde la suma de sus elementos es 1. Se dice que los vectores de probabilidad ~X(n), para




~X(n) es la probabilidad de que el sistema esté en el estado i cuando se hace la
observación n.








ij = P (Xm+n = j | Xm = i)
la matriz de transición del n−ésimo paso, entonces P(n) = Pn donde P es la matriz de
transición en un solo paso.
Teorema 3.2 (Jiménez Moscoso (2017)). Si P es la matriz de transición de un proceso de
Markov y ~X(n) es el vector columna de la observación n, se tendrá que:
~X(n) =
{
P ~X(n−1) si P es estocástica por columnas
Pt ~X(n−1) si P es estocástica por filas
(3-6)
Luego para P estocástica por columnas se tiene que:
~X(1) = P ~X(0)
~X(2) = P ~X(1) = P(P ~X(0)) = P2 ~X(0)
~X(3) = P ~X(2) = P(P2 ~X(0)) = P3 ~X(0)
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En general,
~X(n) = Pn ~X(0). (3-7)
Teniendo que la matriz de transición y el vector de estados inicial ~X(0) determinan comple-
tamente los demás vectores de estado.
Teorema 3.3 (Kemeny y Snell (1976)). Si P es una matriz de transición regular de tamaño
p× p, entonces cuando n→∞, Pn tiende a una matriz V de tamaño p× p de la forma:
V =
[
~v ~v . . . ~v
]
(3-8)
donde ~v es un vector de probabilidad de tamaño p × 1, con todos sus elementos mayores
que cero. Es decir que, el resultado de las potencias de la matriz de transición P(∞) tiene
todas sus columnas iguales, siendo cada columna de estas igual al vector de probabilidad
mencionado, denominado vector estacionario o vector de estados estacionarios.
Teorema 3.4 (Jiménez Moscoso (2017)). Si P es una matriz de transición regular de ta-
maño p× p, con V y ~v como en el teorema 3.3, entonces:
i) Para cualquier vector ~X(0) de probabilidad inicial, Pn ~X(0) tiende a ~v cuando n tiende
a infinito, es decir
ĺım
n→∞
(Pn ~X(0)) = ~v (3-9)
Todo proceso regular de Markov tiene un vector estacionario ~v.
ii) El vector estacionario ~v es el único vector de probabilidad que satisface la ecuación:
P~v = ~v o (P− I)~v = ~0 (3-10)
Aśı, ~v es un vector propio de P asociado al valor propio λ = 1.
3.1.1. Clasificación de estados
Definición 3.7 El estado i, es accesible o alcanzable desde el estado j si p
(n)
ij > 0 para
algún n ≥ 0 finito. Lo que significa que partiendo del estado j, es posible llegar al estado i,
en un número finito de pasos con una probabilidad positiva.
Definición 3.8 El estado i se comunica con el estado j (i → j), si la probabilidad de que
la cadena llegue al estado j desde el estado i, en un número finito n de pasos es mayor que
cero, es decir:
∃n ≥ 0 tal que p(n)ij > 0.
De igual manera se tiene que los estados i y j están intercomunicados (i↔ j), si:
∃n1, n2 ≥ 0 tales que p(n1)ij > 0 y p
(n2)
ji > 0.
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Definición 3.9 Para algún estado i, sea p
(n)
ii la probabilidad de que empezando en el estado
i, el proceso regrese al estado i en un número finito n de pasos. El estado i se denomina
recurrente si p
(n)
ii = 1 y transitorio si p
(n)
ii < 1.
Definición 3.10 El estado i es periódico si sólo se puede regresar a este después de un
número 2d, 3d, . . . , nd de pasos, y aperiódico si d = 1 es decir, se puede llegar a este en
cualquier momento o número de pasos.
3.1.2. Clases de estados
Definición 3.11 Sea C ⊆ S un conjunto de estados de la cadena, se define una clase de
estados cerrada si, ∀i ∈ C, j 6∈ C, pij = 0. Es decir que un estado dentro de un conjunto
de estados o clase cerrada no puede alcanzar ningún estado fuera de este conjunto.
Si se tiene una clase de estados cerrado con un único estado, este estado se llamará un estado
absorbente.
Definición 3.12 Una clase se denomina irreducible si dado C ⊆ S un conjunto de estados
de la cadena, ∀i, j ∈ C, i↔ j, es decir, todos los estados de este conjunto de estados o clase
están intercomunicados.
3.1.3. Clasificación de cadenas
Definición 3.13 Una cadena es irreducible si todos sus estados son recurrentes, y por
ende, el único conjunto cerrado es el conjunto de todos los estados existentes de la cadena.
Definición 3.14 Una cadena es ergódica si es irreducible y todos sus estados son aperiódi-
cos y recurrentes.
4. Análisis de Componentes principales
Dentro de las distintas metodoloǵıas o técnicas estad́ısticas, que se han venido desarrollando
a lo largo de la historia, se encuentra el análisis de componentes principales, metodoloǵıa que
surgió desde trabajos desarrollados por Pearson (1901) el cuál buscaba estudiar la correla-
ción de variables y ajustes ortogonales por mı́nimos cuadrados, que en unos años posteriores
fueron continuados por Hotelling (1933) quien desarrolló por primera vez el análisis de com-
ponentes principales (ACP). El objetivo de este análisis es obtener la relación que puede
existir entre un conjunto de variables de información observado, buscando sintetizar de esta
forma la información contenida en este conjunto de variables observadas en un menor número
de variables no observadas, con la mı́nima pérdida de información disponible. Concluyen-
do que su finalidad no es buscar relaciones causales o explicativas entre variables, es decir
buscar predecir o explicar una variable en función de otra(s), sino más bien la descripción y
búsqueda de agrupación de variables, ver Peña (2002).
Con este objetivo, lo que se busca es recopilar la información de un conjunto de p varia-
bles observadas, en un conjunto más pequeño de r nuevas variables, tal que r < p, donde
esté representada la mayoŕıa de la información original, generando nuevas variables latentes
o no observadas que representan la variabilidad del conjunto de datos inicial observado, estas
nuevas variables son las componentes principales. Para el desarrollo de este análisis se cuenta
con ciertas condiciones y supuestos como:
- Las componentes principales o nuevas variables son combinaciones lineales de las va-
riables originales.
- Las componentes principales son incorrelacionados entre si, lo que puede facilitar la
interpretación de los datos.
- Como se tiene el objetivo de tener la mı́nima pérdida de información, se supone que
las nuevas componentes deben tener la máxima correlación global con las variables
originales, es decir que en búsqueda de este objetivo se seleccionan las variables con la
máxima variabilidad posible.
- Las variables originales deben tener multicolinealidad, término que se refiere a la exis-
tencia de más de una relación lineal usado a menudo en modelos de regresión en el cual
las variables X1, X2, . . . , Xp pueden estar intercorrelacionados o no de forma perfecta,
en algunos textos se recomienda que las correlaciones sean aproximadamente de 0,3 o
superior en valor absoluto, ver Jackson (1991).
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En algunos textos se emplea como medida para detectar multicolinealidad, el ı́ndice de
condición (IC), definido como el cociente entre el valor propio más grande y el valor
propio más pequeño asociados a la matriz de varianza-covarianza, y luego, definiendo
unos rangos se detecta el grado de multicolinealidad existente de la siguiente manera:
(ver Jiménez Moscoso (2017))
0 ≤ IC(XtX) ≤ 10 no existe multicolinelidad
10 < IC(XtX) ≤ 30 existe multicolinealidad entre moderada y fuerte
30 < IC(XtX) existe multicolinealidad severa
Las correlaciones de las variables analizadas se muestran en la figura 6-11.
Definición 4.1 (Jiménez Moscoso (2017)) Sea un conjunto de p variables explicativas
X1, X2, . . . , Xp





2 + . . .+ aipX
∗




, de tal manera que un subespacio de dimensión menor que p de las variables
Z1, Z2, . . . , Zp conserve la variabilidad original o información de X1, X2, . . . , Xp.
Las variables o componentes Z1, Z2, . . . , Zp se buscan de manera que:
i) Cov(Zi, Zj) = 0, i, j = 1, 2, . . . , p, i 6= i
ii) V ar(Z1) ≥ V ar(Z2) ≥ . . . ≥ V ar(Zp)
iii) Zi = ~a
t
iX∗ para i = 1, 2, . . . , p sujeto a la condición de que
‖~ai‖ = ~ati~ai = 1, (4-2)









La matriz de varianza-covarianza de X∗ es S = E(X∗Xt∗), la cual es una matriz simétrica
definida (o semidefinida) positiva de orden p. Como
V ar(Zi) = E(ZiZti ) = E(~atiX∗Xt∗~ai) = ~atiE(X∗Xt∗)~ai = ~atiS~ai,
parar hallar Z1, se necesita conocer el vector de coeficientes ~a1, y para ello, dado que la
varianza del primer componente, Z1, es mayor a la de los demás componentes, se tendrá que
resolver el problema de optimización
máx
{
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~at1~a1 = 1.
Por lo tanto, se considera la maximización de la forma cuadrática ~at1S~a1, sujeta a la condición
(4-2). Si se introduce el multiplicador de Lagrange δ, se maximiza
~at1S~a1 − δ(~at1~a1 − 1).
Al diferenciar respecto a ~a1, δ e igualar a cero las derivadas, se obtiene
2S~a1 − 2δ~a1 = ~0 y ~at1~a1 − 1 = 0. (4-3)
Por lo tanto:
S~a1 = δ~a1 y ~a
t
1~a1 = 1. (4-4)
Esta sistema tiene como soluciones todos los vectores propios de la matriz S de norma 1
asociados a cada uno de los valores propios de S.
Sean λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp los valores propios de S y ~v1, ~v2, . . . , ~vp los correspondientes vectores
propios de S normalizados.
Entonces, los puntos estacionarios del problema son
~aj = ~vj, j = 1, 2, . . . , p (4-5)
con multiplicadores de Lagrange asociados
δj = λj, j = 1, 2, . . . , p (4-6)
Entre todos estos puntos estacionarios, el máximo se alcanza cuando coincide el vector propio
de S correspondient con el valor propio dominante.




V ar [Zj] = λj
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4.1. Principales propiedades de las componentes
Los nuevos constructos o componentes principales tiene distintas propiedades, a continuación
se mencionan algunas que son de utilidad para el objetivo de este trabajo. 1
1.) La variabilidad global o generalizada de las variables originales es la misma que la
variabilidad global de las componentes o variables latentes conformadas.
2.) Dado λh el valor propio asociado a la componente principal h, la variabilidad explicada
por la componente h será la razón o cociente entre el valor propio asociado y la suma









3.) La covarianza entre las componentes y las variables originales Xi, es igual al producto




1Propiedades tomadas de Peña (2002)
5. Metodoloǵıa para el pronóstico de
rendimientos y selección de
portafolios
5.1. Pronósticos bajo cadenas de Markov de 1er y 2do
orden
Son distintas las metodoloǵıas utilizadas para los análisis de pronóstico de los rendimientos
de acciones o t́ıtulos valores del mercado bursátil. Muchos de estos métodos, propios de los
procesos estocásticos, pueden llevar a soluciones muy complejas y en algunos casos poco con-
vincentes. Dada la ausencia de normalidad de los rendimientos diarios, se tiene como objetivo
elaborar modelos distribucionales robustos que tengan una buena capacidad de pronóstico e
integren información dada por sesgos o variabilidad grupal que pueda llegar a generar colas
pesadas en las distribuciones, pero que a su vez no refleje la forma platicúrtica o leptocúrtica
que tenga la distribución, o viceversa. Generando entonces que no se tenga un único méto-
do que garantice un pronóstico adecuado, claramente algunos con una mejor capacidad de
pronóstico que otros, lo cual se puede llevar a cabo usando medidas que permitan cuantificar
esto como el error cuadrático medio. Los rendimientos pueden ser afectados por patrones
no lineales que impacten los precios del mercado bursátil y causar que estos modelos no
puedan captar esta información, como puede pasar en los modelos de media varianza, por
ejemplo, utilizados por Markowitz (1952) y demás desarrollos Markowitz (1959), Fabozzi y
Markowitz (2002), que usan los dos primeros momentos de las distribuciones para obtener
los pesos de los portafolios, viendose afectados por estos patrones y como consecuencia no
obtener unas estimaciones de los pesos precisas y realistas para los portafolios seleccionados.
Dado que pueden existir muchos factores que influyan en los precios de los t́ıtulos valores y
por ende en los rendimientos de éstos, es imposible llegar a un modelo único que pronostique
y seleccione la mejor cartera teniendo en cuenta las medidas de rentabilidad y riesgo men-
cionadas previamente, es por esto que se han venido buscando diversas metodoloǵıas que
sean robustas y tengan aplicabilidad en el ámbito de los mercados de valores. Aśı el modelo
a presentar se ha basado en distintas ideas trabajadas desde las últimas tres décadas, donde
precisamente lo que se busca es obtener resultados precisos y realistas para tomar decisiones
adecuadas y oportunas, y además de esto, lograr capturar los efectos no lineales causados
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por agentes externos como lo pueden ser decisiones poĺıticas que se tomen dentro del páıs
o el mercado donde se mueva el t́ıtulo o valor, factores macroeconómicos que hagan que el
mercado en espećıfico tenga cambios que afecten los precios, factores de clima o desastres
naturales, especulaciones que cause en los inversionistas incertidumbre y/o perdida de con-
fianza al momento de invertir en ciertos mercados, en fin pueden llegar a ser innumerables
razones, y además de esto poder evitar los problemas de supuestos relacionados con la no
normalidad multivariada en los rendimientos. Desde las ideas propuestas por Neftci (1984)
y Falk (1986) enfocadas a probar la hipótesis de asimetŕıa en ciclos económicos del mercado
norteamericano, se emplean procesos de Markov de segundo orden definidos en el espacio de
estados finitos estacionarios como sigue:{
+1 si ∆Xt > 0
−1 si ∆Xt ≤ 0
(5-1)
donde ∆Xt = Xt −Xt−1.
Estos estudios llegaron a concluir que si las matrices de transición eran simétricas o las
probabilidades de transición eran similares, el ciclo económico dado era simétrico, enten-
diendo este ciclo económico como las fluctuaciones del mercado caracterizadas por periodos
de grandes crecimientos y actividad económica seguida de periodos de baja actividad, crisis
o recesiones. Un par de años más tarde McQueen y Throley (1991) quisieron comprobar, a
partir de una metodoloǵıa similar o extensión de las asimetŕıas en los ciclos económicos, si
los procesos estocásticos relacionados segúıan el comportamiento de una caminata aleatoria
o si en realidad exist́ıan patrones en los retornos históricos que definieran una tendencia,
llegando a la conclusión de que, en efecto, si existen tendencias que no son caminatas alea-
torias, rechazando la hipótesis de caminata aleatoria de los retornos a un 1 % de nivel de
significancia para portafolios equiponderados y a un 5 % para portafolios ponderados. Segui-
damente Ramı́rez y Sandoval (2002, 2003) extendieron aún más estos estudios y propusieron
un modelo que permitiera pronosticar los rendimientos de las acciones de la bolsa de México
a partir de cadenas de Markov de segundo orden, en necesidad de poder pronosticar cuando
las distribuciones emṕıricas de los rendimientos no son normales estacionarias llegando a
que exist́ıa una alta autocorrelación entre las probabilidades de transición del proceso per-
mitiendo afirmar que exist́ıan componentes predecibles no lineales en los rendimientos de la
cartera generando aśı pronósticos fiables.
En concordancia con esto se definirán ciertas medidas a trabajar que recojan información
de los rendimientos de distintos rangos de tiempo, los cuales nos darán el punto de parti-
da para la elaboración de los estados de las cadenas de Markov como se definirá más adelante.
Primero se tiene que definir qué es un rendimiento y cómo se cálcula, usualmente existen
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donde Pi es el precio del valor de la acción o el t́ıtulo valor en el d́ıa i. En este trabajo se
tomará la segunda opción (logaŕıtmica) para los cálculos de los rendimientos.
Definido esto se contemplarán tres estad́ısticas, las cuales irán definidas por distintas medidas
o intervalos de tiempo, diario, semanal, y mensual, las cuales nos servirán para definir los








ri−k con i = 1, 2, . . . y m ∈ {1, 5, 20} (5-3)
donde m = 1 indica que la medida es diaria, m = 5 semanal y por último m = 20 mensual,
considerando que las acciones solo se negocian en los d́ıas hábiles de las bolsas de valores1.
Dadas las medidas planteadas en (5-3), se procederá a definir los estados de la cadena de
primer (1er) y segundo (2do) orden para cada una de las medidas de tiempo definidas ante-
riormente diaria, semanal y mensual.
Estados de primer orden
1.) Estado: BB dado por P (B | B) = P (R(m)i < 0 | R
(m)
i−1 < 0)
2.) Estado: BS dado por P (S | B) = P (R(m)i ≥ 0 | R
(m)
i−1 < 0)
3.) Estado: SB dado por P (B | S) = P (R(m)i < 0 | R
(m)
i−1 ≥ 0)
4.) Estado: SS dado por P (S | S) = P (R(m)i ≥ 0 | R
(m)
i−1 ≥ 0)
Estados de segundo orden
1.) Estado: BBB dado por P (B | BB) = P (R(m)i < 0 | R
(m)
i−1 < 0, R
(m)
i−2 < 0)
2.) Estado: BBS dado por P (S | BB) = P (R(m)i ≥ 0 | R
(m)
i−1 < 0, R
(m)
i−2 < 0)
3.) Estado: BSB dado por P (B | SB) = P (R(m)i < 0 | R
(m)
i−1 ≥ 0, R
(m)
i−2 < 0)
4.) Estado: BSS dado por P (S | SB) = P (R(m)i ≥ 0 | R
(m)
i−1 ≥ 0, R
(m)
i−2 < 0)
5.) Estado: SBB dado por P (B | BS) = P (R(m)i < 0 | R
(m)
i−1 < 0, R
(m)
i−2 ≥ 0)
6.) Estado: SBS dado por P (S | BS) = P (R(m)i ≥ 0 | R
(m)
i−1 < 0, R
(m)
i−2 ≥ 0)
7.) Estado: SSB dado por P (B | SS) = P (R(m)i < 0 | R
(m)
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8.) Estado: SSS dado por P (S | SS) = P (R(m)i ≥ 0 | R
(m)





i puede ser cualquiera de las medidas dadas en (5-3), dependiendo de m. El
significado de las letras S y B en los estados, dependen de la medida R
(m)
i escogida para la
construcción de la cadena, por ejemplo, si es R
(1)
i significará que el precio subió o bajo con
respecto al d́ıa anterior o que el rendimiento es positivo o negativo, respectivamente, si es
R
(5)
i se interpretará que en promedio los rendimientos de la última semana fueron positivos
(estado S) o negativos (estado B) e igualmente con R
(20)
i que en promedio los rendimientos
del último mes fueron positivos (estados S) o negativos (estados B).
Entonces, tomando como ejemplo el estado SS para las medidas semanales, significará que
el promedio de retornos de las dos últimas semanas fue positivo, lo cual se puede interpretar
como que en la mayoŕıa de los últimos d́ıas los precios del portafolio o acción que se estén
midiendo tuvieron una tendencia positiva y fueron consecuentemente uno mayor que el otro,
equivalentemente la interpretación es similar para las medidas diarias y mensuales. Si se
tiene un conjunto de t precios históricos para el análisis se tiene entonces t − 1 número de
rentabilidades diarias, b t−1
5
c medidas semanales y b t−1
20
c medidas mensuales, donde bac es la
función de parte entera definida como:
bac = máx{k ∈ Z | k ≤ a}, a ∈ R (5-4)
Nótese que estos estados definidos son recurrentes y aperiódicos, ya que la probabilidad de
que la cadena retorne al estado i es 1 en t número de d́ıas, semanas o meses, claro está, unos
con más probabilidad que otros.
5.2. Rendimientos bajo la composición de portafolios
óptimos
Como se ha venido mencionando a lo largo de este trabajo, la composición de los portafolios
debe ir basada con respecto al riesgo y al rendimiento esperado de las acciones, donde
se tomarán en cuenta el análisis de todos los t́ıtulos valores o acciones estudiados para
ver que tan volátiles o riesgosos son y paralelamente ver su rendimiento medio, para poder
aśı componer un solo portafolio que pondere con pesos o participaciones el capital de inversión
inicial. Puede que bajo las metodoloǵıas propuestas de selección del portafolio óptimo algunas
acciones sean ponderadas con pesos 0, los cuales no serán incluidos en la composición del
portafolio, también se podŕıa pensar en trabajar con portafolios equiponderados, donde el
peso de cada acción sea wj = 1/m donde m es el total de acciones diferentes a incluir en
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el portafolio, pero esto es poco común e intuitivamente poco lógico para un inversionista ya
que se está distribuyendo una participación igual a un t́ıtulo que puede que tenga un alto
riesgo o alta volatilidad y rendimiento medio negativo o tendencia bajista, con un t́ıtulo que
tenga un rendimiento medio positivo y sea poco riesgoso.
5.2.1. Composición bajo el modelo de Markowitz
El portafolio óptimo seleccionado se obtiene a partir de la razón retorno/riesgo de todos los
portafolios de la frontera eficiente y se escoge la razón más grande la cual será tangente a
la frontera eficiente, logrando maximizar el rendimiento y minimizar la varianza global. Con
esto, se configuran los pesos wj para cada una de las m acciones, con el fin de definir los ren-
dimientos del nuevo portafolio óptimo como la ponderación de los rendimientos individuales
por acción aśı:





rij : rendimiento en el instante i de la acción j.
wj : Peso en el portafolio óptimo de la acción j, obtenido por el modelo de Markowitz.
Una vez definidos estos nuevos rendimientos r̂i (5-5), se determinan las medidas diarias,
semanales y mensuales (5-3), para la respectiva configuración de los estados y la estimación
de las probabilidades de transición del modelo de Markov.
5.2.2. Composición bajo el análisis de componentes principales
Similarmente a como se configuran los nuevos rendimientos para la creación de los estados de
la cadena y estimaciones de las probabilidades de transición bajo la composición del modelo
de Markowitz visto en la sección anterior, se realizará un análisis de componentes principa-
les para conformar nuevas variables que permitan resumir la información comprendida en el
total de acciones trabajadas, para luego con estas componentes, que se suponen incorrela-
cionadas, volver a configurar un portafolio óptimo bajo el modelo de Markowitz y conformar
unos nuevos rendimientos con el mismo objetivo.
Los primeros desarrollos hechos por Partovi y Caputo (2004), donde se introdujeron las
primeras definiciones de portafolios principales, con el fin de analizar el problema de por-
tafolios eficientes y poder disminuir su complejidad, se basaron en la idea de trabajar con
conjuntos o acciones que no tuvieran correlación entre śı, para esto trabajaron bajo el análi-
sis de componentes principales obteniendo en algunos casos que las ponderaciones o pesos
para ciertas acciones pod́ıan resultar negativas interpretándolo como posibles operaciones en
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corto. Seguido por distintos desarrollos como Meucci (2010), donde se propuso analizar la
diversificación de los portafolios en cualquier mercado, no solo analizando la diversificación
de un portafolio individual si no la distribución de la diversificación, usando portafolio no
correlacionados donde se hizo uso de componentes principales.
Para el desarrollo de este trabajo se construirán los portafolios principales basándose en
Yang (2015), quien construye portafolios principales para el mercado de acciones australiano
y Pasini (2017) quien se basa en la misma metodoloǵıa para los t́ıtulos del ı́ndice industrial
americano, Down Jones Industrial (DJI por sus siglas en inglés), siguiendo una serie de pasos
mostrados a continuación.
Construcción de los portafolios principales
i) Realizar un análisis de componentes principales de los retornos de las acciones, y ob-
tener los coeficientes de estos componentes.
ii) Al obtener estos coeficientes, se nota que algunos son positivos y otros negativos, luego
cuando las ponderaciones son negativas se puede interpretar que se pueden realizar
operaciones en corto.
iii) Teniendo que A es la matriz de coeficientes de los componentes principales, la cual es
la misma matriz formada por los vectores propios de la matriz de varianza covarianza,
se tomará ésta como los pesos para construir los nuevos rendimientos o portafolios
principales R̂p = AR
T donde RT son los rendimientos de las acciones originales y A
la matriz de los coeficientes de los componentes.
Como por construcción estos componentes son ortogonales, se tiene que AT = A−1,
los cuales actúan como los pesos de las nuevas variables. (Ver propiedades de matrices
ortogonales en Jiménez Moscoso (2017).)
iv) Una vez teniendo los portafolios principales, se procede a conformar el portafolio ópti-
mo bajo el modelo de Markowitz, con estos nuevos rendimientos R̂p como en la ecuación
(5-5), y partiendo de éstos, como se mencionó anteriormente, se determinan las me-
didas que permiten construir los estados y las cadenas de Markov de estos nuevos
rendimientos.
6. Análisis de resultados -
comportamiento mercado colombiano
Para efectos de realizar el análisis se tomó como referencia el mercado colombiano repre-
sentado por el ı́ndice bursátil (COLCAP) el cual refleja las variaciones de los precios de las
acciones más ĺıquidas de la Bolsa de Valores de Colombia (BVC), analizando el periodo de
tiempo comprendido entre Enero de 2014 y Octubre de 2017 (46 meses), se observó que 21
de las 25 acciones que ponderan este ı́ndice bursátil en el último trimestre del año 2016,
tienen información completa en este rango de tiempo, razón por la cual se trabajó con estos
t́ıtulos, ver figura 6-1. Estos datos fueron tomados de la página web de la Bolsa de Valores
de Colombia1, tomando para el análisis los precios de cierre de cada d́ıa hábil durante este
rango de tiempo.
Figura 6-1.: Conformación COLCAP. Fuente: BVC - tercer trimestre de 2017.
**Valores con información incompleta, excluidos del análisis.
Para observar el comportamiento de los precios de cada una de las acciones tomadas en
cuenta, se realizaron tres gráficas de los precios al cierre de cada d́ıa (ver gráficas 6-2, 6-3
y 6-4), observando generalmente que la mayoŕıa de las 21 acciones analizadas tienen un
comportamiento muy similar, lo cual se puede interpretar como que posiblemente tienen
una correlación alta entre ellas, ya que están dentro del mismo mercado y factores que
afectan a éste, impactan a cada una de estas acciones, claro esta, dependiendo al sector
productivo al que pertenezcan. Además, ilustra una tendencia alcista en la mayoŕıa de las
acciones en el primer semestre y mitad del segundo semestre del año 2014, seguido de una
tendencia decreciente hasta inicios del año 2016, volviendo a retomar una tendencia alcista
1https://www.bvc.com.co/pps/tibco/portalbvc/Home/Mercados/enlinea/acciones
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en lo transcurrido del año 2016 y gran parte del 2017, viendo unas cáıdas significativas en
los últimos meses del análisis en algunas de las acciones estudiadas, claramente algunas con










































































































































Figura 6-2.: Series de precios de cierre diario de acciones que conforman el ı́ndice COLCAP.
Fuente: elaboración propia en R de los precios de cierre diarios
Observando la gráfica 6-2 se puede evidenciar un comportamiento similar en la mayoŕıa de
las 8 acciones analizadas, excepto por ECOPETROL, acción que en la mayoŕıa del tiempo
analizado tiene una tendencia bajista y luego estable desde el 2016, debido quizás, a la fuerte
cáıda que tuvo el petróleo desde el año 2014 a 2016, recuperándose un poco en el 2017, sin
embargo, como se mencionó anteriormente las demás acciones tienen una tendencia alcista
en el primer semestre y mitad del segundo semestre del año 2014, seguido de una tendencia
bajista hasta inicios del año 2016, para luego retomar una tendencia alcista en el año 2016
y parte del 2017.









































































































Figura 6-3.: Series de precios de cierre diario de acciones que conforman el ı́ndice COLCAP.
Fuente: elaboración propia en R de los precios de cierre diarios
En la gráfica 6-3 se muestra un comportamiento bastante similar al general con una tenden-
cia alcista en el primer semestre y mitad del segundo semestre del año 2014, seguido de una
tendencia bajista hasta inicios del año 2016, para luego retomar una tendencia alcista en el
año 2016 y parte del 2017, teniendo unas leves cáıdas de precios finalizando este último año.
Esto, exceptuando a EEB (Empresa de Energia de Bogotá) y CORFICOLCF (Corporación
Financiera Colombiana S.A.), donde EEB tienen una tendencia alcista en todo el rango de
fechas analizado, quizás por el buen rendimiento de la empresa, y CORFICOLCF eviden-
ciando una fuerte cáıda en el precio de sus acciones en febrero del 2017, según analistas, por
una noticia que involucraba a su ex presidente en casos de corrupción con Odebrecht. 2












































































Figura 6-4.: Series de precios de cierre diario de acciones que conforman el ı́ndice COLCAP.
Fuente: elaboración propia en R de los precios de cierre diarios
Finalizando el análisis de precios históricos en el rango de tiempo estudiado, se evidencia
en la gráfica 6-4, cinco series de precios de acciones, en donde GRUPOAVAL, CNEC Y
BVC, tienen un comportamiento similar al de las demás acciones explicado en las gráficas
6-2 y 6-3, sin embargo, CONCONCRET evidenciando una tendencia bajista en todo la
mayoŕıa del tiempo estudiado salvo el primer semestre de 2014, caso contrario a ETB donde
generalmente tiene una tendencia alcista, a excepción de ciertos meses que se evidencian
unas cáıdas importantes en el precio de sus acciones.
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En resumen, vistas las tres anteriores gráficas donde se muestra un comportamiento similar en
algunos grupos de acciones ya mencionado anteriormente, se evidencia que algunas acciones
tienen unas variaciones más fuertes en sus precios que otras de un d́ıa a otro, haciendo que
los retornos de estas acciones tengan saltos más fuertes y considerándolas más volátiles o
riesgosas para un inversor. En las ilustraciones siguientes 6-6, 6-7, 6-8, se pueden apreciar
los comportamientos de los rendimientos diarios de estos 21 t́ıtulos, claramente algunos con
una mayor variación que otros.
Figura 6-5.: Estad́ısticas de rendimientos y desviación de los retornos 2014-2017.
Fuente: elaboración propia.
En el cuadro 6-5, se muestran dos medidas netamente descriptivas, donde se visualiza pri-
mero el crecimiento efectivo anual de los precios de las acciones estudiadas, para observar la
tendencia que han tenido los precios en el periodo de tiempo comprendido, en concordan-
29
cia con las gráficas de precios históricos, y segundo, la desviación de los retornos, medida































































































































Figura 6-6.: Series de rendimientos de las acciones de la Figura 6-2























































































































































































Figura 6-8.: Series de rendimientos de las acciones de la Figura 6-4
En las gráficas 6-6, 6-7 y 6-8, se pueden visualizar las series de rendimientos diarios de las
21 acciones , observando en algunos casos que existen picos bien sea por encima o por debajo
de 0, indicando cambios de precios de un d́ıa a otro bastante fuertes, algunas veces mayores
a 0,05 o menores a -0,05, e incluso superiores a 0.1, interpretando esto como un cambio
mayor al 10 % en el precio de una acción entre dos d́ıas seguidos. Un ejemplo claro se puede
ver en la gráfica 6-7 con los rendimientos de CORFICOLCF, donde como anteriormente
vimos la serie de precios tuvo una cáıda importante en febrero 2017, este mismo cambio
drástico en su precio se puede ver como el pico negativo alrededor de -0.15 (Una cáıda de
su precio de aproximadamente un 15 %). Aśı se podŕıan mencionar varios ejemplos en el
histórico de rendimientos, usualmente en acciones que tienen unas dispersiones mayores de
sus rendimientos.
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6.1. Portafolio óptimo de Markowitz
Realizando el análisis bajo el modelo de media varianza de Markowitz, previamente presen-
tado para las 21 acciones que se consideraron, las cuales hacen parte del ı́ndice COLCAP, se
obtiene la frontera eficiente el cual muestra en un plano cartesiano los posibles portafolios
que se pueden configurar, dadas las medidas de rendimiento y riesgo asociadas a cada uno
de estos, y seleccionando el porfatolio óptimo de la frontera el cual se obtiene del valor más
grande de la razón retorno/riesgo. En la siguiente gráfica 6-9 se puede evidenciar esta fron-
tera eficiente, y cada una de las acciones que pueden conformar cada uno de estos portafolios
o puntos de la frontera.






































































Figura 6-9.: Frontera eficiente de acciones ı́ndice COLCAP
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Esta información se puede ver ilustrada de otra forma, como se muestra en la siguiente gráfica
donde se encuentran todos los portafolios de la frontera eficiente con sus respectivas medidas
de rendimientos y riesgo, al igual que la proporción de cada uno de los 21 t́ıtulos valores del
ı́ndice COLCAP en cada uno de los portafolios configurados a través de la frontera eficiente,
en algunos casos con una ponderación de 0; se puede evidenciar entonces que el portafolio
óptimo tangente a la frontera se obtiene de la razón más grande de retorno/riesgo, en este
caso, con un rendimiento esperado de 0.00034 y una desviación de 0.0948 como medida de
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Figura 6-10.: Pesos de los t́ıtulos de la frontera eficiente
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Nombre Peso Nombre Peso
PFBCOLOM 0.11582 PFDAVVNDA 0.02159
GRUPOSURA 0.00000 EXITO 0.00000
ECOPETROL 0.00000 BOGOTA 0.00000
NUTRESA 0.00000 CELSIA 0.00000
GRUPOARGOS 0.00000 PFAVH 0.00000
BCOLOMBIA 0.00000 GRUPOAVAL 0.00000
PFAVAL 0.00000 CNEC 0.00000
CEMARGOS 0.00000 CONCONCRET 0.00000
ISA 0.33083 ETB 0.07606
EEB 0.45570 BVC 0.00000
CORFICOLCF 0.00000
Tabla 6-1.: Pesos del portafolio
Evidenciando que en la conformación de este portafolio óptimo se está asignando con pon-
deraciones mayores a 0 solamente a 5 de las 21 acciones, y adicional a esto, casi el 80 % del
portafolio está ponderado solamente por dos acciones ESA y EEB, las cuales en el cuadro
6-5 son las que más crecimiento efectivo anual tienen, por su comportamiento alcista a lo
largo de los datos históricos analizados.
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6.2. Portafolio óptimo con aplicación de componentes
principales
Analizando un poco más en detalle las series, tanto de los precios de las acciones como
de los rendimientos, se observan ciertos patrones en las tendencias, que se confirman con
las correlaciones tanto en los precios como en los rendimientos, donde en todos los casos
las correlaciones de los rendimientos son mayores a 0, es decir, tienen un comportamiento
directamente proporcional entre las 21 acciones, teniendo una correlación media de 0.247,
algunas de éstas llegando a valores de 0.8 de correlación como se evidencia en la figura
6-11. Realizando el anterior análisis, se pensó en hacer una reducción de dimensionalidad
del problema, con el fin de reducir el número de variables o series de retornos a trabajar,
y analizar la estructura y relación que pueden tener estas entre śı. Teniendo como punto
de partida los 916 rendimientos de cada una de las 21 acciones que comprenden el análisis,
y aśı aplicar la metodoloǵıa estad́ıstica de análisis componentes principales, para construir
unas nuevas variables no correlacionadas que, como combinaciones lineales de las originales,
explican en gran proporción la información o variabilidad original, posiblemente configurando
variables latentes o estructuras de datos que no se puedan ver a simple vista pero que tengan
algún sustento económico, como por ejemplo, podŕıa darse que una componente o nueva
variable construida agrupe la información de las acciones de un sólo sector económico como
el financiero, empresas de servicios, construcción, etc. debido a tener un comportamiento
parecido en el mercado.
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Existen varias reglas para obtener el número de componentes a elegir en el análisis de com-
ponentes principales (ver Peña (2002)), la primera es realizar un gráfico que muestre cada
componente con su valor propio asociado o su porcentaje de varianza explicada (gráfico de
sedimentación), y gráficamente visualizar un “codo” en la ĺınea trazada, el cual indicará que
a partir de este punto los valores propios asociados son aproximadamente iguales, por en-
de, su varianza explicada será cada vez menor, tal cual se muestra en la gráfica 6-12. La
segunda regla es determinar desde un principio la varianza explicada que se quiere obtener,
por ejemplo el 80 %, 90 % de la varianza explicada total, esta regla puede ser arbitraria y
sujeta al investigador. Por último, se puede seleccionar un número de componentes mayor




, siendo λi cada uno de los valores propios
asociados a las componentes y p el total de componentes. Para este caso se considera la
segunda regla, para explicar como mı́nimo el 80 % de la varianza, remitiéndose a la figura
6-13 se trabajará con los primeros 11 componentes que explican un poco más del 80 % de
la varianza total. Si por el contrario se eligiera la primera o tercera regla, la opción seŕıa
considerar solo cuatro componentes que explican solamente el 55 % de la varianza total (ver
figura 6-13).















1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 6-12.: Gráfica de codo ACP - rendimientos
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Figura 6-13.: Variabilidad explicada de las componentes principales
Observando la variabilidad explicada de cada una de las componentes principales configura-
das, alrededor del 50 % de la variabilidad de la información es explicada con las primeras 3
componentes, que son aproximadamente el 15 % de las variables originales o dimensionalidad
inicial. Un 70 %, 80 % y 90 % de la variabilidad total es explicada con 8, 11 y 15 componentes
principales respectivamente, que a su vez corresponden al 38 %, 52 % y 71 % del total de las
variables originales.
Teniendo entonces la selección de las 11 primeras componentes principales, se realiza el
modelo de Markowitz para obtener el portafolio óptimo tangente a la frontera eficiente,
partiendo de las nuevas transformaciones de los retornos dadas como sigue: Rp = E
−1RT
donde E−1 es la matriz inversa de los vectores propios obtenidos al realizar las componentes
principales, los cuales actúan como ponderaciones para el cálculo de los nuevos rendimientos,
y adicional, esta matriz E−1 es la misma matriz de rotación de las componentes principales
dado que es una matriz ortogonal. Y por otro lado RT es la matriz transpuesta de los retornos
originales. Obteniendo entonces un nuevo portafolio óptimo, con una nueva rentabilidad
media estimada y un nuevo riesgo, se calculan las nuevas medidas definidas en el caṕıtulo 5,
para la respectiva contrucción de estados y estimación de las probabilidades de las cadenas
de Markov, y se finaliza con un análisis comparativo de las metodologás utilizadas.










































































Figura 6-14.: Series de rendimientos de las componentes principales (PC)
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Figura 6-15.: Frontera eficiente de los 11 primeros componentes principales
En la frontera eficiente (figura 6-15) del modelo de Markowitz de los retornos asociados a
las componentes principales, se observa que las componentes 5, 7, 8 y 10 se ubican en la
gráfica con rendimientos esperados positivos y todos los demás componentes con rendimien-
tos esperados negativos, dando a pensar que el portafolio óptimo, bajo esta metodoloǵıa,
debeŕıa estar conformado en mayor proporción por los retornos asociados a las componentes
con rendimientos positivos. También se puede observar que los retornos asociados a los com-
ponentes PC1, PC2 y PC3 son los que tiene mayor riesgo, al estar a la derecha de la gráfica,
donde en el eje horizontal se tiene la medida de riesgo, lo cual es intuitivamente lógico ya que
son los que más recogen información o variabilidad de los rendimientos originales, y además,
con un rendimiento esperado negativo.
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Corroborando las hipótesis anteriormente mencionadas, en la figura 6-16 se observa la com-
posición del portafolio óptimo tangente a la frontera eficiente construida por los portafolios
que se configuraron bajo el análisis de componentes principales (ACP), donde se pondera en
mayor proporción a las componentes 5, 7 y 8 las cuales son las de mayor rendimiento y en
menor proporción a la componente 10, todas las demás tienen un peso de cero, quedando
por fuera de la composición del portafolio.
Este nuevo portafolio óptimo tiene un rendimiento esperado de 0.0006, mucho mayor que
el rendimiento esperado alcanzado con el portafolio óptimo del modelo de Markowitz con
los rendimientos originales, y a su vez una desviación de 0.0938 menor a la anterior como
medida de riesgo.
Figura 6-16.: Portafolio tangente a la frontera eficiente
Si se observan los pesos, en la figura 6-17, de cada una de las acciones en las componentes
principales configuradas, nótese que:
- Las acciones con mayor ponderación en las componentes 5,7 y 8, son PFBCOLOM,
BCOLOMBIA, PFAVAL, ETB, CEMARGOS, ISA, EEB, BVC, PFDAVVNDA, las
cuales de acuerdo a las figuras 6-5 y 6-9, son las acciones que más rentabilidad positiva
tienen.
- Las acciones que tienen una ponderación negativa en estas mismas componentes 5,7 y
8, son ECOPETROL, ÉXITO, CONCONCRET, BANCO DE BOGOTÁ, CELSIA, y
CORFICOLCF, las cuales igualmente se evidencia en las figuras 6-5 y 6-9 que son las
acciones con una menor rentabilidad esperada (negativa), intuitivamente interpretando
esto como posibles operaciones en corto.
- Si se verifica en la tabla 6-17 los valores para las dos primeras componentes, que no
tienen ninguna participación en el portafolio óptimo, se evidencian unos pesos ma-
yores para las acciones CNEC, ECOPETROL y ÉXITO, las cuales son las que más
volatilidad o riesgo presentan.
- Se tienen unos resultados bastante coherentes con respecto al primer modelo de Marko-
witz presentado, en cuanto a la escogencia de las acciones para la conformación de los
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portafolios óptimos, solo que supone entonces que, bajo este modelo utilizando ACP,
se pueden hacer ventas en corto al momento de operar con las acciones.
Figura 6-17.: Pesos de las acciones COLCAP dentro de las componentes principales
6.3 Cadenas de Markov 43
6.3. Cadenas de Markov
Una vez se establecen los portafolios óptimos bajo los modelos de Markowitz con los rendi-
mientos originales y los rendimientos mediante la metodoloǵıa de reducción de dimensiones
ACP, se definen los estados de los intervalos de tiempo tanto diarios, semanales y mensuales
como se establecieron en la sección 5.1, para poder realizar el cálculo de las matrices de
transición y establecer los respectivos vectores estacionarios para las cadenas de primer y
segundo orden, y adicionalmente para cadenas de tercer orden como verificación de la me-
todoloǵıa propuesta. Aśı, se obtienen 18 matrices de transición con sus respectivos vectores
estacionarios, como se muestra a continuación.
























Tabla 6-5.: Matriz de transición ACP Markowitz semanal - 1er orden












Tabla 6-7.: Matriz de transición ACP Markowitz mensual - 1er orden
Matrices de transición de segundo orden
ij
jk
B B B S S B S S
B B 0.473 0.527 0.000 0.000
B S 0.000 0.000 0.486 0.514
S B 0.495 0.505 0.000 0.000
S S 0.000 0.000 0.420 0.580
Tabla 6-8.: Matriz de transición Markowitz diario - 2do orden
ij
jk
B B B S S B S S
B B 0.414 0.586 0.000 0.000
B S 0.000 0.000 0.477 0.523
S B 0.451 0.549 0.000 0.000
S S 0.000 0.000 0.533 0.467
Tabla 6-9.: Matriz de transición ACP Markowitz diario - 2do orden
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ij
jk
B B B S S B S S
B B 0.375 0.625 0.000 0.000
B S 0.000 0.000 0.477 0.523
S B 0.467 0.533 0.000 0.000
S S 0.000 0.000 0.383 0.617
Tabla 6-10.: Matriz de transición Markowitz semanal - 2do orden
ij
jk
B B B S S B S S
B B 0.400 0.600 0.000 0.000
B S 0.000 0.000 0.432 0.568
S B 0.422 0.578 0.000 0.000
S S 0.000 0.000 0.403 0.597
Tabla 6-11.: Matriz de transición ACP Markowitz semanal - 2do orden
ij
jk
B B B S S B S S
B B 0.200 0.800 0.000 0.000
B S 0.000 0.000 0.455 0.545
S B 0.400 0.600 0.000 0.000
S S 0.000 0.000 0.353 0.647
Tabla 6-12.: Matriz de transición Markowitz mensual - 2do orden
ij
jk
B B B S S B S S
B B 0.333 0.667 0.000 0.000
B S 0.000 0.000 0.222 0.778
S B 0.250 0.750 0.000 0.000
S S 0.000 0.000 0.304 0.696
Tabla 6-13.: Matriz de transición ACP Markowitz mensual - 2do orden
46 6 Análisis de resultados - comportamiento mercado colombiano
Matrices de transición de tercer orden
ijk
jkl
B B B B B S B S B B S S S B B S B S S S B S S S
B B B 0.510 0.490 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B B S 0.000 0.000 0.435 0.565 0.000 0.000 0.000 0.000
B S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.439 0.561 0.000 0.000
B S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.425 0.575
S B B 0.450 0.550 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
S B S 0.000 0.000 0.532 0.468 0.000 0.000 0.000 0.000
S S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.549 0.451 0.000 0.000
S S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.422 0.578
Tabla 6-14.: Matriz de transición Markowitz diario - 3er Orden
ijk
jkl
B B B B B S B S B B S S S B B S B S S S B S S S
B B B 0.510 0.490 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B B S 0.000 0.000 0.435 0.565 0.000 0.000 0.000 0.000
B S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.439 0.561 0.000 0.000
B S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.425 0.575
S B B 0.450 0.550 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
S B S 0.000 0.000 0.532 0.468 0.000 0.000 0.000 0.000
S S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.549 0.451 0.000 0.000
S S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.422 0.578
Tabla 6-15.: Matriz de transición ACP Markowitz diario - 3er Orden
ijk
jkl
B B B B B S B S B B S S S B B S B S S S B S S S
B B B 0.273 0.727 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B B S 0.000 0.000 0.300 0.700 0.000 0.000 0.000 0.000
B S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.381 0.619 0.000 0.000
B S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.304 0.696
S B B 0.429 0.571 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
S B S 0.000 0.000 0.625 0.375 0.000 0.000 0.000 0.000
S S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.522 0.478 0.000 0.000
S S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.432 0.568
Tabla 6-16.: Matriz de transición Markowitz semanal - 3er Orden
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ijk
jkl
B B B B B S B S B B S S S B B S B S S S B S S S
B B B 0.500 0.500 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B B S 0.000 0.000 0.444 0.556 0.000 0.000 0.000 0.000
B S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.368 0.632 0.000 0.000
B S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.440 0.560
S B B 0.316 0.684 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
S B S 0.000 0.000 0.423 0.577 0.000 0.000 0.000 0.000
S S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.480 0.520 0.000 0.000
S S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.378 0.622
Tabla 6-17.: Matriz de transición ACP Markowitz semanal - 3er Orden
ijk
jkl
B B B B B S B S B B S S S B B S B S S S B S S S
B B B 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B B S 0.000 0.000 0.750 0.250 0.000 0.000 0.000 0.000
B S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.250 0.750 0.000 0.000
B S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.167 0.833
S B B 0.250 0.750 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
S B S 0.000 0.000 0.333 0.667 0.000 0.000 0.000 0.000
S S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.500 0.500 0.000 0.000
S S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.455 0.545
Tabla 6-18.: Matriz de transición Markowitz mensual - 3er Orden
ijk
jkl
B B B B B S B S B B S S S B B S B S S S B S S S
B B B 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B B S 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B S B 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000
B S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000
S B B 0.500 0.500 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
S B S 0.000 0.000 0.200 0.800 0.000 0.000 0.000 0.000
S S B 0.000 0.000 0.000 0.000 0.143 0.857 0.000 0.000
S S S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.438 0.562
Tabla 6-19.: Matriz de transición ACP Markowitz mensual - 3er Orden
Dadas estas matrices de transición tanto de primer, segundo y tercer orden, se pueden aplicar
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los teoremas 3.3 y 3.4 para obtener los vectores de probabilidad estacionarios, tal y como se
muestran en las tablas 6-20, 6-21 y 6-22.
Tipo de cadena B S
Diario 1er orden 0.465 0.535
Diario 1er orden ACP 0.471 0.529
Semanal 1er orden 0.425 0.575
Semanal 1er orden ACP 0.414 0.586
Mensual 1er Orden 0.350 0.650
Mensual 1er orden ACP 0.256 0.744
Tabla 6-20.: Vectores estacionarios 1er orden
Tipo de cadena BB BS SB SS
Diario 2do orden 0.226 0.240 0.240 0.294
Diario 2do orden ACP 0.205 0.267 0.267 0.261
Semanal 2do orden 0.182 0.243 0.243 0.332
Semanal 2do orden ACP 0.171 0.243 0.243 0.343
Mensual 2do Orden 0.124 0.247 0.247 0.382
Mensual 2do orden ACP 0.076 0.203 0.203 0.518
Tabla 6-21.: Vectores estacionarios 2do orden
Como se evidencia en estos 6 vectores estacionarios asociados a cada uno de los modelos de
Markov desarrollados tanto de primer como de segundo orden, donde las entradas de cada
uno de estos vectores ~v se puede leer o interpretar como la probabilidad estacionaria de estar
en dicho estado, por ejemplo, para el modelo con un intervalo de tiempo diario de primer
orden sin usar componentes principales, la probabilidad P (S) = 0,535 es la probabilidad
estacionaria de que de un d́ıa para otro el precio suba, es decir, que el retorno esperado
diario del portafolio seleccionado sea positivo, y aśı análogamente para el modelo con un
intervalo de tiempo diario de segundo orden bajo el análisis de componentes principales, la
probabilidad P (SS) = 0,261 es la probabilidad estacionaria de que los precios de dos d́ıas
seguidos suban, o lo que es igual que dos retornos esperados diarios del portafolio seleccionado
sean positivos.
De igual modo, se puede evidenciar en las tablas 6-20 y 6-21 que si el intervalo de tiempo
para calcular los estados de las cadenas, es más amplio, es decir, m = 1, m = 5 o m = 20,
diario, semanal o mensual, respectivamente, las probabilidades estacionarias de estar en los
estados S (Sube) o SS (Sube, Sube) se vuelven más grandes, interpretando esto como que en
el mercado colombiano una inversión a largo plazo con estas acciones comprendidas en los
portafolios óptimos puede llegar a ser más confiable y rentable que una a corto plazo. Algo
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semejante ocurre con las cadenas de Markov modeladas para los portafolios resultantes del
análisis de componentes principales, arrojando probabilidades estacionarias para los estados
alcistas S (primer orden) y SS (segundo orden) mayores que las probabilidades estacionarias
de los portafolios que no fueron conformados bajo ACP para las cadenas de primer y segundo
orden, excepto para los intervalos de tiempo diarios.
Tipo de cadena B B B B B S B S B B S S S B B S B S S S B S S S
Diario 3er orden 0.109 0.119 0.116 0.124 0.119 0.121 0.124 0.169
Diario 3er orden ACP 0.084 0.120 0.127 0.139 0.120 0.147 0.140 0.122
Semanal 3er orden 0.066 0.111 0.117 0.128 0.111 0.134 0.128 0.206
Semanal 3er orden ACP 0.066 0.105 0.105 0.138 0.105 0.138 0.138 0.204
Mensual 3er Orden 0.024 0.096 0.125 0.130 0.096 0.159 0.130 0.239
Mensual 3er orden ACP 0.026 0.051 0.028 0.165 0.052 0.140 0.163 0.375
Tabla 6-22.: Vectores estacionarios 3er orden
Una apreciación similar se puede realizar del resultado de los vectores estacionarios asociados
a las cadenas de tercer orden de la tabla 6-22, donde se puede observar que las probabi-
lidades estacionarias de estados alcistas como SSS, BSS o SBS, tienden a ser más grandes
cuando los intervalos de tiempo son más amplios, es decir, las probabilidades estacionarias
de estados alcistas para intervalos de tiempo mensuales, son mayores que para intervalos de
tiempo semanales y a su vez estas mayores que los intervalos de tiempo diarios, e idem, como
ocurre en las cadenas de primer y segundo orden, las probabilidades estacionarias de estados
alcistas de las cadenas de portafolios compuestos por retornos transformados bajo el análisis
de componentes principales, generalmente son mayores que las probabilidades estacionarias
de cadenas de portafolios compuestos por los rendimientos originales. Por ejemplo, la pro-
babilidad estacionaria P (SSS) = 0,375 de la cadena para un intervalo de tiempo mensual
bajo el análisis de componentes principales, es mucho mayor a las demás probabilidades
estacionarias del estado SSS de las otras cadenas de Markov vistas en la tabla 6-22.
6.3.1. Ajuste del modelo de Markov - pronóstico
Luego de realizar la estimación de los vectores estacionarios de las dieciocho matrices de
transición para cada cadena de Markov, dependiendo el orden, intervalos de tiempo para
la configuración de los estados y estructura de los retornos (originales o transformados por
ACP), lo que se quiere ver entonces es el comportamiento de los estados para cada una de
las matrices y calcular la proporción de veces que cada estado tiene en los siguientes cuatro
meses al análisis, es decir, de noviembre de 2017 a febrero de 2018.
Para esto se conformaron exactamente los mismos portafolios bajo el modelo de Markowitz,
tanto de los rendimientos originales, como de los rendimientos transformados bajo el análisis
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de componentes principales, y partiendo de estos portafolios se calculó la proporción del
número de veces que los rendimientos esperados de cada portafolio se encontraron en cada
uno de los estados para cada uno de los intervalos de tiempo (diario, semanal y mensual).
Dicho lo anterior se observa que los resultados para ver la precisión de pronóstico de los
modelos para las cadenas de primer orden (tabla 6-23) tienen coherencia y relación con las
probabilidades estacionarias de la tabla 6-20 estimadas al ejecutar los modelos, e igualmente
se evidencia esta coherencia para las cadenas de segundo orden en las tablas 6-24 contra
los vectores de probabilidad estacionarios de la tabla 6-21. Adicionalmente, se observa que
las proporciones para los estados alcistas como S para cadenas de primer orden y SS para
cadenas de segundo orden, tienden a ser significativamente más grandes que los otros estados
B (primer orden) o BB, BS y SB (segundo orden), respectivamente, como se mostró en las
estimaciones de los vectores estacionarios, interpretando entonces que en general, las accio-
nes seleccionadas de los portafolios óptimos tienen tendencia alcista, y que si en un caso
hipotético un inversionista decide contemplar una estrategia de inversión como la planteada,
puede tener una utilidad positiva. Hay que mencionar que para los intervalos de tiempo
mensuales en las cadenas de segundo orden solo se tienen tres realizaciones de los estados
(ya que se toman solo los siguientes 4 meses) donde una es BS con una proporción de 0.333
y las otras dos SS con una proporción de 0.667.
Resultado ajuste 1er orden
Tipo de cadena B S
Diario 1er orden 0.487 0.512
Diario 1er orden ACP 0.418 0.582
Semanal 1er orden 0.467 0.533
Semanal 1er orden ACP 0.400 0.600
Mensual 1er Orden 0.333 0.667
Mensual 1er orden ACP 0.333 0.667
Tabla 6-23.: Vectores estacionarios - Ajuste 1er orden
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Resultado ajuste 2do orden
Tipo de cadena BB BS SB SS
Diario 2do orden 0.287 0.200 0.200 0.312
Diario 2do orden ACP 0.139 0.278 0.291 0.291
Semanal 2do orden 0.267 0.200 0.200 0.333
Semanal 2do orden ACP 0.067 0.333 0.333 0.267
Mensual 2do Orden 0 0.333 0 0.667
Mensual 2do orden ACP 0 0.333 0 0.667
Tabla 6-24.: Vectores estacionarios - Ajuste 2do orden
De igual forma, se realizó el mismo ejercicio para las cadenas de Markov de tercer orden,
obteniendo la proporción del número de veces que cada estado tiene en los siguientes cuatro
meses al análisis, en la tabla 6-25 se muestra para cada una de las cadenas ejecutadas,
llegando a resultados similares que las cadenas de primer y segundo orden, teniendo que
estados alcistas como lo son SSS, BSS, SBS, tienen unas proporciones mayores con respecto
a los otros estados en casi todos los tipos de cadena propuestos, sin embargo, al ser cadenas
de tercer orden se podŕıa observar una historia de tiempo mayor a los cuatro meses posterio-
res, para aśı poder tener unas proporciones mejor distribuidas por estados, ya que, para los
estados mensuales solo tienen dos realizaciones de estos, por ejemplo, para estas cadenas de
intervalos de tiempo mensuales, si el proceso de Markov esta en el estado SSS implica que
lleva tres meses consecutivos creciendo.
Resultado ajuste 3er orden
Tipo de cadena B B B B B S B S B B S S S B B S B S S S B S S S
Diario 3er orden 0.177 0.101 0.089 0.113 0.113 0.089 0.113 0.203
Diario 3er orden ACP 0.026 0.115 0.179 0.089 0.115 0.167 0.102 0.205
Semanal 3er orden 0.071 0.214 0.071 0.142 0.214 0 0.071 0.214
Semanal 3er orden ACP 0 0.077 0.154 0.154 0.077 0.308 0.154 0.077
Mensual 3er Orden 0 0 0 0.5 0 0 0 0.5
Mensual 3er orden ACP 0 0 0 1 0 0 0 0
Tabla 6-25.: Vectores estacionarios - Ajuste 3er orden
7. Conclusiones y recomendaciones
7.1. Conclusiones
- Se evidencia a través de los resultados de los vectores estacionarios asociados a las
cadenas de Markov, que los modelos asociados a los retornos, bajo un análisis de com-
ponentes principales (ACP), presentan mejores utilidades o rentabilidades esperadas
con un riesgo menor a los modelos de Markowitz sin hacer la reducción de dimensio-
nalidad, con el fuerte supuesto de que el inversionista puede realizar ventas en corto.
- Cada vez que se construyen medidas que integren intervalos de tiempo más amplios
como las medidas semanales y/o mensuales, los resultados de los vectores estacionarios
entre estados completamente opuestos (B vs S para cadenas de primer orden, BB vs
SS para segundo orden o BBB vs SSS para tercer orden) van a tener una diferencia
cada vez más grande.
- Se concluye que para el mercado colombiano, una inversión a largo plazo (meses) es
más viable ya que tiene una mayor probabilidad de rentabilidad que una a corto plazo
(d́ıas), pues las componentes de los vectores estacionarios muestran unas probabilidades
mayores para estados alcistas (S,SS, SSS, BSS) cuando los intervalos de tiempo son
más amplios.
- Se observa una coherencia entre los resultados de los vectores estacionarios obtenidos
para cada una de las metodoloǵıas usadas, tanto para cadenas de primer, segundo y ter-
cer orden como metodoloǵıa de verificación, con respecto a las proporciones resultantes
de los estados de los siguientes cuatro meses al análisis tomando las composiciones de
portafolio propuestas de los dos modelos utilizados en el trabajo.
7.2. Recomendaciones
- Se podŕıa realizar a futuro una nueva medida anual, que permita observar el compor-
tamiento a muy largo plazo, pero de realizarlo se necesitaŕıa obtener una historia de
precios mucho más amplia, que permita construir promedios de retornos anuales.
- Posiblemente las cadenas de Markov modeladas bajo estas metodoloǵıas de retornos
medios en ciertos rangos de tiempo no permita captar información óptima de valores
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at́ıpicos, tanto de los precios de cierre de las acciones como de sus retornos, se podŕıa
implementar un método que permita observar o mitigar el impacto de estos en las
estimaciones del modelo.
- Al observar los portafolios óptimos bajo ACP, se observa que algunos de los coeficien-
tes de las componentes principales que actúan como ponderación de las acciones son
negativos, esto se interpreta como una venta en corto para estas acciones, en una inves-
tigación futura se podŕıa pensar en un parámetro de tiempo que defina con antelación
en cuánto tiempo debeŕıa el inversionista comprar estas acciones.
A. Anexo: Script en R - Portafolios



















18 rm(list = ls())
19
20 Fron <-readSeries("Titulos_COLCAP_originalV4.csv",header= T,sep=";",dec=",",format=" %d/ %m/ %Y"
)
21 Fron <- Fron[which(year(time(Fron)) >=2014) ,]
22 names(Fron) # Se\~nala los nombres de las acciones que fueron cargadas.
23 dim(Fron) # Indica las dimensiones de las bases de datos.
24 head(Fron)
25
26 GraficoSeries <- as.timeSeries(Fron)
27 plot(GraficoSeries [,1:8], main ="") #series1 documento
28 plot(GraficoSeries [,9:16], main ="") #series2 documento
29 plot(GraficoSeries [,17:21] , main ="") #series3 documento
30
31 Rendimiento <- returns(Fron)
32
33 covEstimator <- covEstimator(Rendimiento) # Genera la matriz de covarianzas.
34 fastcovEstimator <- function(x, spec = NULL , ...)
35 covEstimator
36 print(covEstimator)
37 getEstimator(portfolioSpec ()) # Indica el metodo empleado para estimar la matriz de
covarianzas.
38
39 GraficoRendimientos <- as.timeSeries(Rendimiento)
40 summary(GraficoRendimientos )
1Algunas lineas tomadas y adaptadas de Melo Hidalgo (2015) y Pfaff (2013)
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41 plot(GraficoRendimientos [,1:8], main ="") #rendim1 documento
42 plot(GraficoRendimientos [,9:16], main ="") #rendim2 documento
43 plot(GraficoRendimientos [,17:21], main ="") #rendim3 documento
44
45 Spec = portfolioSpec ()# Numero de puntos 50. Metodo solveRquadprog
46 Spec
47
48 Frontier <- portfolioFrontier(Rendimiento ,spec=portfolioSpec ())
49 print(Frontier)# El sistema por defecto solo muestra cinco puntos








58 setRiskFreeRate(Spec) = 0
59 tailoredFrontierPlot(Frontier ,col = c("black", "red"),sharpeRatio=FALSE ,cml.col="white") #
fe1 documento
60
61 ##### Frontera Eficiente #####
62 frontierPlot(Frontier , col = c("black", "red"), pch = 19, xlim=c(0 ,0.037))
63 grid()#Genera cuadriculas en el grafico
64 a <- singleAssetPoints(Frontier , pch = "o", cex = 1.2, col = topo.colors (1)) #Grafica los
rendimientos y riesgos de los titulos de forma individual.
65 a # Genera el rendimiento y riesgo para cada uno de los titulos.
66 with(Frontier , text(as.matrix(a[,1]),as.matrix(a[,2]), labels = names(Rendimiento), pos = 4,
cex = 0.7))
67 tangencyPoints(Frontier , pch = 19, col = "green")
68 abline(h =0, untf = FALSE ,lty=5)
69 abline(v =0, untf = FALSE ,lty=5)
70 tangencyLines(Frontier , col = "blue",auto = FALSE ,return = c("mu"), risk = c("Sigma"))
71
72 Frontier@portfolio
73 tangencyPoints(Frontier , pch = 19, col = "green")
74 singleAssetPoints(Frontier , col= "Black", return=c("mu","me"))
75 frontierPlot(Frontier , col = c("black", "red"), pch = 19)
76 a <- singleAssetPoints(Frontier , pch = 19, cex = 2.5, col = topo.colors (6),mText=TRUE) #
Grafica los rendimientos y riesgos de los titulos de forma individual.
77 a # Genera el rend y riesgo para c/u de los titulos.
78 sharpeRatioLines(Frontier , col = "blue", lwd = 2)
79 tangencyPoints(Frontier , pch = 21, col = "green")
80 tangencyLines(Frontier , col = "blue",auto = FALSE)
81
82 tg <- tangencyPortfolio(Rendimiento , Spec); tg # Se obtiene la informacion para el punto de
tangencia
83 tg@portfolio # Se obtiene la informacion para el punto de tangencia




87 minvariancePortfolio(Rendimiento , Spec)
88 a <- minvariancePortfolio(Rendimiento , Spec)
89 a
90 weightsPie(a)
B. Anexo: Script en R - Componentes
principales - Portafolios óptimos y
fronteras eficientes Markowitz
1
2 ### Serie de Precios ###
3 Titulos <- readSeries("Titulos_COLCAP_originalV4.csv",header= T,sep=";",dec=",",format=" %d/ %m
/ %Y")
4 Titulos <- Titulos[which(year(time(Titulos)) >=2014) ,]
5 Rend <- returns(Titulos)# Determina el valor del rendimiento.
6 dim(Rend) # Indica las dimensiones de las bases de datos.
7 head(Rend)
8 dimen <-length(Rend [,1])
9 dimen
10
11 ### Correlaciones de los Rendimientos ###
12 cor(Rend)
13 mean(cor(Rend))
14 pairs.panels(Rend [,1:10], pch=".",main="Correlaciones de los Rendimientos 1-10")




19 ### COMPONENTES PRINCIPALES SOBRE LOS RENDIMIENTOS ###
20 pca1 <- prcomp(Rend)
21 pca1
22 plot(pca1 , type="l", main="Grafica de Codo ACP - Rendimientos")
23 barplot(summary(pca1)$importance [2:3 ,])
24 pca1$rotation
25
26 inv.evec <-solve(pca1$rotation) #inverse of eigenvector
27 t(inv.evec)
28 z3<-t(inv.evec %* % t(Rend)) ## Nuevos Rendimientos ver PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS IN
PORTFOLIO MANAGEMENT ##
29 head(z3[ ,1:11])
30 Rend_acp <- as.timeSeries(z3[ ,1:11])
31 names(Rend_acp)
32 plot(Rend_acp[,1:10], main ="")
33
34
35 ### Modelo de Markowitz de las nuevas variables/Rendimientos ACP ###
36
37 covEstimator <- covEstimator(Rend_acp) # Genera la matriz de covarianzas.
38 fastcovEstimator <- function(x, spec = NULL , ...)
39 (covEstimator)
40 print(covEstimator)








47 GraficoRendimientos <- as.timeSeries(Rend_acp)
48 summary(GraficoRendimientos )
49 plot(GraficoRendimientos [,1:10], main ="") #rendim1 acps
50
51 Spec = portfolioSpec ()# Numero de puntos 50. Metodo solveRquadprog
52
53 Frontier <- portfolioFrontier(Rend_acp)
54 print(Frontier)# El sistema por defecto solo muestra cinco puntos
55 setRiskFreeRate(Spec) = 0 # Se establece el valor a la tasa libre de riesgo
56 summary(Frontier)
57
58 setRiskFreeRate(Spec) = 0
59 tailoredFrontierPlot(Frontier ,col = c("black", "red")) #fe1_acp documento





65 ##### Frontera Eficiente #####
66 frontierPlot(Frontier , col = c("black", "red"), pch = 19, xlim=c(0 ,0.045),ylim=c
( -0.0006 ,0.0009))
67 grid()#Genera cuadriculas en el grafico
68 a <- singleAssetPoints(Frontier , pch = "o", cex = 1.2, col = topo.colors (1)) #Grafica los
rendimientos y riesgos de los titulos de forma individual.
69 a # Genera el rendimiento y riesgo para cada uno de los titulos.
70 with(Frontier , text(as.matrix(a[,1]),as.matrix(a[,2]), labels = names(Rend_acp), pos = 4,cex
= 0.7))
71 tangencyPoints(Frontier , pch = 19, col = "green")
72 abline(h =0, untf = FALSE ,lty=5)
73 abline(v =0, untf = FALSE ,lty=5)
74 #cmlLines(Frontier , col = "blue",return = c("mu","mean"), risk = c("Sigma "))
75 #tangencyLines(Frontier , col = "blue",auto = FALSE)
76
77 tg_acp <- tangencyPortfolio(Rend_acp , Spec)
78 summary(tg_acp) # Se obtiene la informacion para el punto de tangencia
79 weightsPie(tg_acp) # Realiza el grafico de la participacion de los activos en el punto de
tangencia.
80 tg_acp@portfolio
C. Anexo: Script en R - Estados y
cadenas de Markov diarios
1 #### Rendimientos bajo modelo de Markowitz ####
2
3 ## Resultados Ponderando los retornos de cada accion Segun Portafolio Optimo ###
4 ### Estados y Matriz de Transici\’{o}n de la Ponderaci \’{o}n ###
5
6 Portaf3 <- vector ()




























35 ##### MARKOV DE 1ER y 2DO ORDEN ####
36 # Estados de Portafolio Markowitz estados de rendimientos seguidos#
37
38 result1p <- vector ()
39 result2p <- vector ()
40











51 estados1 <- vector ()
52 head(result1p)








61 ## Cadena de Markov de Portafolio Markowitz estados de rendimientos seguidos ##
62
63 mcFit_p0 <- markovchainFit(data=result1p [1: length(result1p)])
64 mt_p0<-mcFit_p0$estimate
65 mt_p0





71 r03=ponder03 %* %ponder03 %* %ponder03 %* %ponder03 %* %ponder03 %* %ponder03 %* %ponder03 %* %ponder03 %* %





75 mcFit_p1 <- markovchainFit(data=estados1 [1: length(estados1)])
76 mt_p1<-mcFit_p1$estimate
77 mt_p1





83 r3=ponder3 %* %ponder3 %* %ponder3 %* %ponder3 %* %ponder3 %* %ponder3 %* %ponder3 %* %ponder3 %* %ponder3 %*




87 ##### MARKOV DE 3ER ORDEN ####
88
89 est1 <- vector ()
90 est2 <- vector ()
91 est3 <- vector ()
92













60 C Anexo: Script en R - Estados y cadenas de Markov diarios
106
107 estad_ret2 <- vector ()








116 ## Cadena de Markov ##
117
118 mcFit_ret2 <- markovchainFit(data=estad_ret2 [1: length(estad_ret2)])
119 mt_ret2 <-mcFit_ret2$estimate
120 mt_ret2











132 #### RENDIMINETOS SEGUN ACP ####
133
134 ## Resultados Ponderando los retornos de cada accion Segun ACP ###
135 ### Estados y Matriz de Transici\’{o}n de la Ponderaci \’{o}n ###
136 dimen
137 rport_acp <- vector ()












150 (Rend_acp[i ,10])*(tg_acp@portfolio@portfolio$weights [10])+





156 ##### MARKOV DE 1ER y 2DO ORDEN - Rendimientos ACP Diarios ####
157 # Estados de Portafolio ACP Markowitz estados de rendimientos seguidos#
158
159 result1p <- vector ()
160 result2p <- vector ()
161











172 estados_rport_acp <- vector ()
173 head(result1p)









183 ## Cadena de Markov ACP##
184
185 mcFit_retacp0 <- markovchainFit(data=result1p [1: length(result1p)])
186 mt_retacp0 <-mcFit_retacp0$estimate
187 mt_retacp0









196 mcFit_retacp1 <- markovchainFit(data=estados_rport_acp[1: length(estados_rport_acp)])
197 mt_retacp1 <-mcFit_retacp1$estimate
198 mt_retacp1











209 ##### MARKOV DE 3ER ORDEN - Rendimientos ACP Diarios ####
210
211 est1 <- vector ()
212 est2 <- vector ()
213 est3 <- vector ()
214















229 estad_retacp2 <- vector ()








238 ## Cadena de Markov - ACP ##
239
240 mcFit_retacp2 <- markovchainFit(data=estad_retacp2 [1: length(estad_retacp2)])
241 mt_retacp2 <-mcFit_retacp2$estimate
242 mt_retacp2





248 r2doacp=p2doacp %* %p2doacp %* %p2doacp %* %p2doacp %* %p2doacp %* %p2doacp %* %p2doacp %* %p2doacp %* %
p2doacp %* %p2doacp;r2doacp
D. Anexo: Script en R - Estados y
cadenas de Markov semanales
1
2 #### Rendimientos bajo modelo de Markowitz ####
3
4 ## Resultados Ponderando los retornos de cada accion Segun Portafolio Optimo ###
5 ### Estados y Matriz de Transici\’{o}n de la Ponderaci \’{o}n ###
6 dimen
7 Portaf3 <- vector ()




























36 #### Promedios de Rendimientos Semanales ####
37 media_sem <- vector ()





43 ##### MARKOV DE 1er Y 2do ORDEN ####
44 result1p <- vector ()
45 result2p <- vector ()
46 est_medsem1 <- vector ()
47
64 D Anexo: Script en R - Estados y cadenas de Markov semanales




















68 ## Cadena de Markov de Portafolio Markowitz estados de rendimientos semanal ##
69
70 mcFit_sem0 <- markovchainFit(data=result1p [1: length(result1p)])
71 mt_sem0 <-mcFit_sem0$estimate
72 mt_sem0





78 rsem30=psem30 %* %psem30 %* %psem30 %* %psem30 %* %psem30 %* %psem30 %* %psem30 %* %psem30 %* %psem30 %* %





83 mcFit_sem1 <- markovchainFit(data=est_medsem1 [1: length(est_medsem1)])
84 mt_sem1 <-mcFit_sem1$estimate
85 mt_sem1





91 rsem3=psem3 %* %psem3 %* %psem3 %* %psem3 %* %psem3 %* %psem3 %* %psem3 %* %psem3 %* %psem3 %* %psem3 %* %psem3 %
* %psem3 %* %psem3;rsem3
92
93
94 ##### MARKOV DE 3ER ORDEN ####
95
96 est1 <- vector ()
97 est2 <- vector ()
98 est3 <- vector ()
99















114 est_medsem2 <- vector ()








123 ## Cadena de Markov ##
124
125 mcFit_medsem2 <- markovchainFit(data=est_medsem2 [1: length(est_medsem2)])
126 mt_medsem2 <-mcFit_medsem2$estimate
127 mt_medsem2





133 r2medsem=p2medsem %* %p2medsem %* %p2medsem %* %p2medsem %* %p2medsem %* %p2medsem %* %p2medsem %* %






138 #### RENDIMINETOS SEMANALES SEGUN ACP ####
139
140 ## Resultados Ponderando los retornos de cada accion Segun ACP ###
141 ### Estados y Matriz de Transici\’{o}n de la Ponderaci \’{o}n ###
142 dimen
143 rport_acp <- vector ()












156 (Rend_acp[i ,10])*(tg_acp@portfolio@portfolio$weights [10])+








165 #### Promedios de Rendimientos ACP Semanales ####
66 D Anexo: Script en R - Estados y cadenas de Markov semanales
166 media_semacp <- vector ()







174 ##### MARKOV DE 1er Y 2do ORDEN - Rendimientos ACP Semanales ####
175 result1p <- vector ()
176 result2p <- vector ()
177 est_medsemacp1 <- vector ()
178




















199 ## Cadena de Markov de Portafolio Markowitz rendimientos ACP semanal ##
200 mcFit_semacp0 <- markovchainFit(data=result1p [1: length(result1p)])
201 mt_semacp0 <-mcFit_semacp0$estimate
202 mt_semacp0





208 rsacp0=psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0 %* %
psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0 %* %psacp0;rsacp0
209
210
211 mcFit_semacp1 <- markovchainFit(data=est_medsemacp1 [1: length(est_medsemacp1)])
212 mt_semacp1 <-mcFit_semacp1$estimate
213 mt_semacp1





219 rsacp1=psacp1 %* %psacp1 %* %psacp1 %* %psacp1 %* %psacp1 %* %psacp1 %* %psacp1 %* %psacp1 %* %psacp1 %* %




223 ##### MARKOV DE 3er ORDEN - Rendimientos ACP Semanal ####
224
67
225 est1 <- vector ()
226 est2 <- vector ()
227 est3 <- vector ()
228














243 est_medsemacp2 <- vector ()








252 ## Cadena de Markov - ACP ##
253
254 mcFit_retsemacp2 <- markovchainFit(data=est_medsemacp2 [1: length(est_medsemacp2)])
255 mt_retsemacp2 <-mcFit_retsemacp2$estimate
256 mt_retsemacp2





262 rsacp2=psacp2 %* %psacp2 %* %psacp2 %* %psacp2 %* %psacp2 %* %psacp2 %* %psacp2 %* %psacp2 %* %psacp2 %* %
psacp2;rsacp2
E. Anexo: Script en R - Estados y
cadenas de Markov mensuales
1
2 #### Rendimientos bajo modelo de Markowitz ####
3
4 ## Resultados Ponderando los retornos de cada accion Segun Portafolio Optimo ###
5 ### Estados y Matriz de Transici\’{o}n de la Ponderaci \’{o}n ###
6 dimen
7 Portaf3 <- vector ()






























38 #### Promedios de Rendimientos Mensuales ####
39 media_mes <- vector ()






46 ##### MARKOV DE 1er y 2do ORDEN ####
47 result1p <- vector ()
69
48 result2p <- vector ()
49 est_medmes1 <- vector ()
50




















71 ## Cadena de Markov de Portafolio Markowitz estados de rendimientos semanal ##
72
73 mcFit_mes0 <- markovchainFit(data=result1p [1: length(result1p)])
74 mt_mes0 <-mcFit_mes0$estimate
75 mt_mes0









85 rmes0=pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %* %pmes0 %
* %pmes0 %* %pmes0;rmes0
86
87
88 mcFit_mes1 <- markovchainFit(data=est_medmes1 [1: length(est_medmes1)])
89 mt_mes1 <-mcFit_mes1$estimate
90 mt_mes1









100 rmes3=pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %* %pmes3 %




104 ##### MARKOV DE 3er ORDEN ####
105
106 est1 <- vector ()
70 E Anexo: Script en R - Estados y cadenas de Markov mensuales
107 est2 <- vector ()
108 est3 <- vector ()
109














124 est_medmes2 <- vector ()








133 ## Cadena de Markov ##
134
135 mcFit_medmes2 <- markovchainFit(data=est_medmes2 [1: length(est_medmes2)])
136 mt_medmes2 <-mcFit_medmes2$estimate
137 mt_medmes2





143 r2medmes=p2medmes %* %p2medmes %* %p2medmes %* %p2medmes %* %p2medmes %* %p2medmes %* %p2medmes %* %





147 #### RENDIMINETOS MENSUALES SEGUN ACP ####
148
149 ## Resultados Ponderando los retornos de cada accion Segun ACP ###
150 ### Estados y Matriz de Transici\’{o}n de la Ponderaci \’{o}n ###
151 dimen
152 rport_acp <- vector ()












165 (Rend_acp[i ,10])*(tg_acp@portfolio@portfolio$weights [10])+
71








174 #### Promedios de Rendimientos ACP Mensuales ####
175 media_mesacp <- vector ()








184 ##### MARKOV DE 1er y 2do ORDEN - Rendimientos ACP Mensual ####
185 result1p <- vector ()
186 result2p <- vector ()
187 est_medmesacp1 <- vector ()
188




















209 ## Cadena de Markov de Portafolio Markowitz rendimientos ACP Mensual ##
210
211 mcFit_mesacp0 <- markovchainFit(data=result1p [1: length(result1p)])
212 mt_mesacp0 <-mcFit_mesacp0 $estimate
213 mt_mesacp0





219 rmacp0=pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0 %* %
pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0 %* %pmacp0;rmacp0
220
221
222 mcFit_mesacp1 <- markovchainFit(data=est_medmesacp1 [1: length(est_medmesacp1)])
223 mt_mesacp1 <-mcFit_mesacp1 $estimate
224 mt_mesacp1
225 plot(mt_mesacp1 ,main="Estados Modelo ACP Markowitz Mensual - 2do Orden")





230 rmacp1=pmacp1 %* %pmacp1 %* %pmacp1 %* %pmacp1 %* %pmacp1 %* %pmacp1 %* %pmacp1 %* %pmacp1 %* %pmacp1 %* %





235 ##### MARKOV DE 3ER ORDEN - Rendimientos ACP Mensual ####
236
237 est1 <- vector ()
238 est2 <- vector ()
239 est3 <- vector ()
240














255 est_medmesacp2 <- vector ()








264 ## Cadena de Markov - ACP ##
265
266 mcFit_retmesacp2 <- markovchainFit(data=est_medmesacp2 [1: length(est_medmesacp2)])
267 mt_retmesacp2 <-mcFit_retmesacp2$estimate
268 mt_retmesacp2





274 rmacp2=pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %
pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %* %pmacp2 %
* %pmacp2;rmacp2




3 ### Matrices estacionarias ####
4
5 r03 #Diario 1er orden
6 rACPdo0 #Diario 1er orden ACP
7 rsem30 #Semanal 1er orden
8 rsacp0 #Semanal 1er orden ACP
9 rmes0 #Mensual 1er Orden
10 rmacp0 #Mensual 1er orden ACP
11
12 r3 #Diario 2do orden
13 rACPdo #Diario 2do orden ACP
14 rsem3 #Semanal 2do orden
15 rsacp1 #Semanal 2do orden ACP
16 rmes3 #Mensual 2do Orden
17 rmacp1 #Mensual 2do orden ACP
18
19 r2do #Diario 3er orden
20 r2doacp #Diario 3er orden ACP
21 r2medsem #Semanal 3er orden
22 rsacp2 #Semanal 3er orden ACP
23 r2medmes #Mensual 3er orden
24 rmacp2 #Mensual 3er orden ACP
25
26 ### Vectores estacionarios ####
27
28 r03[1,] #Diario 1er orden
29 rACPdo0 [1,] #Diario 1er orden ACP
30 rsem30 [1,] #Semanal 1er orden
31 rsacp0 [1,] #Semanal 1er orden ACP
32 rmes0[1,] #Mensual 1er Orden
33 rmacp0 [1,] #Mensual 1er orden ACP
34
35 r3[1,] #Diario 2do orden
36 rACPdo [1,] #Diario 2do orden ACP
37 rsem3[1,] #Semanal 2do orden
38 rsacp1 [1,] #Semanal 2do orden ACP
39 rmes3[1,] #Mensual 2do Orden
40 rmacp1 [1,] #Mensual 2do orden ACP
41
42 r2do[1,] #Diario 3er orden
43 r2doacp [1,] #Diario 3er orden ACP
44 r2medsem [1,] #Semanal 3er orden
45 rsacp2 [1,] #Semanal 3er orden ACP
46 r2medmes [1,] #Mensual 3er orden
47 rmacp2 [1,] #Mensual 3er orden ACP
74 F Anexo: Script en R - Integración de gráficas
48
49 #### Resultado Latex ####
50
51 ########## 1er Orden ##########
52 result_1orden <-matrix(c(r03[1,], rACPdo0 [1,],rsem30[1,],rsacp0[1,],rmes0[1,],rmacp0 [1,]),nrow
=6,ncol=2,byrow=T)
53 rownames(result_1orden)<-c("Diario 1er orden","Diario 1er orden ACP","Semanal 1er orden",




57 xtable(result_1orden , digits = c(5,3,3), label = "Vectores Estacionarios 1er Orden")
58
59 ########## 2do Orden ##########
60 result_2orden <-matrix(c(r3[1,],rACPdo[1,],rsem3[1,],rsacp1[1,],rmes3[1,],rmacp1 [1,]),nrow=6,
ncol=4,byrow=T)
61 rownames(result_2orden)<-c("Diario 2do orden","Diario 2do orden ACP","Semanal 2do orden",
62 "Semanal 2do orden ACP","Mensual 2do Orden","Mensual 2do orden ACP")
63 colnames(result_2orden)<-c("BB","BS","SB","SS")
64 result_2orden
65 xtable(result_2orden , digits = c(5,3,3,3,3), label = "Vectores Estacionarios 2do Orden")
66
67 ########## 3erOrden ##########
68 result_3orden <-matrix(c(r2do[1,],r2doacp[1,], r2medsem [1,],rsacp2[1,], r2medmes [1,],rmacp2
[1,]),nrow=6,ncol=8,byrow=T)
69 rownames(result_3orden)<-c("Diario 3er orden","Diario 3er orden ACP","Semanal 3er orden",
70 "Semanal 3er orden ACP","Mensual 3er Orden","Mensual 3er orden ACP")
71 colnames(result_3orden)<-c(names(r2do [1,]))
72 result_3orden




76 #### Resultado Latex - Matrices de Transici\’{o}n####









86 xtable(mt_p0@transitionMatrix , digits = c(3,3,3),
87 label = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz diario - 1er Orden")
88 xtable(mt_retacp0@transitionMatrix , digits = c(3,3,3),
89 label = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz diario - 1er Orden")
90
91 xtable(mt_sem0@transitionMatrix , digits = c(3,3,3),
92 label = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz semanal - 1er Orden")
93 xtable(mt_semacp0@transitionMatrix , digits = c(3,3,3),
94 label = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz semanal - 1er Orden")
95
96 xtable(mt_mes0@transitionMatrix , digits = c(3,3,3),
97 label = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz mensual - 1er Orden")
98 xtable(mt_mesacp0@transitionMatrix , digits = c(3,3,3),
99 label = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz mensual - 1er Orden")
100
101 #### Resultado Latex - Matrices de Transici\’{o}n####
102 ########## 2do Orden ##########
103
75
104 xtable(mt_p1@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3),
105 label = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz diario - 2do Orden")
106 xtable(mt_retacp1@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3),
107 label = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz diario - 2do Orden")
108
109 xtable(mt_sem1@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3),
110 label = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz semanal - 2do Orden")
111 xtable(mt_semacp1@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3),
112 label = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz semanal - 2do Orden")
113
114 xtable(mt_mes1@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3),
115 label = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz mensual - 2do Orden")
116 xtable(mt_mesacp1@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3),
117 label = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz mensual - 2do Orden")
118
119 #### Resultado Latex - Matrices de Transici\’{o}n####
120 ########## 3er Orden ##########
121
122 xtable(mt_ret2@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3,3,3,3,3),
123 caption = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz diario - 3er Orden",label="mtd2")
124 xtable(mt_ret2@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3,3,3,3,3),
125 caption = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz diario - 3er Orden",label="mtACPd2"
)
126
127 xtable(mt_medsem2@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3,3,3,3,3),
128 caption = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz semanal - 3er Orden",label="mts2")
129 xtable(mt_retsemacp2@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3,3,3,3,3),
130 caption = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz semanal - 3er Orden",label="mtACPd2
")
131
132 xtable(mt_medmes2@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3,3,3,3,3),
133 caption = "Matriz de transici\’{o}n Markowitz mensual - 3er Orden",label="mtm2")
134 xtable(mt_retmesacp2@transitionMatrix , digits = c(3,3,3,3,3,3,3,3,3),
135 caption = "Matriz de transici\’{o}n ACP Markowitz mensual - 3er Orden",label="mtACPm2
")
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Jiménez Moscoso, J. A. (2017), Álgebra matricial con aplicaciones en estad́ıstica, 3 edn,
Universidad Nacional de Colombia, Bogotá, Colombia.
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